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الحمد لله القائل «قل هل يستوي الذين يعلمون والذين لا یعلمون؛ والصلاة والسلام على 
بينا محمد القائل «من سلك طريقاً يلدمس فيه عِلْماً سهل الله له طريقاً إلى الحنة» . إذن ديننا 
یی کت على طلب لب تسه ي الدنيا والاخرة , ولا کان متعدرا على الكثير من الناس 
ان بطلیوا للم بلفة غير لقم الاحبلية ققد تسایقث الشعوب في الاعتزاز بلغاتها وجندت فا القلة 
القادرة على ترجمة العلوم إلى لغتها وعلى التأليف بلغتها لسهل طريق التعلم امام شعا ‏ وهذا ما 
لت ونت ي ابات رای اا ؛ فا أجدرنا نحن الشعب العربي الذي لك افضل لغة على 
وجه الأرض ألا وهى اللغة العربية لغة القران الکرم أن تعيد أعادنا السالفة ونشمر عن سواعدنا 
متوكلين على الله» فب بترجمة العلوم النافعة والتأليف باللغة العربية لكي نتيح فرصة التعلم لعدد 
أكبر من الناس وكلنا يعرف ما يعانيه طلابنا من مشقة في دراسة العلوم بلغة غير لغتهم . 
أها القاري الکرع إن هذا الكتاب الذي بين يديك هو جهد جهد المقل ولكنه بداية في الطريق 
الذي أومن به وأدعو إليه وهو تعريب العلوم ولعله من حسن الطالع أن تكون مادة هذا الكتاب 
من الواضیع الرياضية العاصرة والي اصبحت معرفنها ضرورة حتمية لکونها القاعدة الأساسية 
لعظم فروع الرباضیات الحختلفة » اذ أن هذا الکتاب قد تناو المفاهم الرياضية بشکل شمولي 
سا لغة المنطق الرياضي ونظرية ع 
یتکون هذا الکتاب من سبعة آبواب هي : النطق الرياضي - اجموعات - الضرب 
الديكارني للمجموعات - التطبیقات - العملیات الثنائية ‏ الزمر -- الحلقات والحقول . وقد 
عرضت مادة هذا الکتاب بصورة منطقية تبرز الترابط احکم بين کل باب والباب الذي يليه 
مباشرة ما يدق نا كيدا على القاري إذ أنه سيجني عرة فهمه لكل باب في الأبواب ای تلیه » 
للك برس انقاري في الپاب الأول الرابط «و» والرابط «آوه وتا كد أن كلاً منهما يتوزع على 
الا خر فيجد ذلك 0 في الباب الثاني عند تقد .م تعر يش الحاد وتقاطع احموعات وخواصها > 
کا سيجد ف الباب الرابع ان التطبيق حالة خاصة من العلاقة الثنائية الي درسها في الباب 
الثالث » وان العملية الثنائية في الباب الخامس ما هي الا حالة خاصة من التطبيق الذي درسه في 


۷ 


لباب الرابع وهكذا . كا اعتنيت يكثرة الأمثلة وتنويعها وحرصت على ترتيب وتعليل النطوات 
الرياضية لاقتناعی باهمية هذا الأمر في تنمية مواهب الدارس وتعويده على تنظ معلوماته وإشعاره 
رة التسلسل المنطني في معالجة القضايا 

مد أعطيت کل 7 تعريفب أو نظرية . . الخ رقا مزدوجاً محیث يشل الرقم الأول (الأيمن) 
ریب اباب واثاني (لأیس) ترتيب التعريف أو النظرية . . الخ داخخل اباب ۰ فثلاً تعريف 
(؟ --5) يعنى التعريف السادس و في الباب الثاني . 

ققد کان مرجعي في الصطلحات العلمية هو ما الاق ملي في كنب سيق ایب 
بالرباط التابع للمنظمه العربية للتربية والثقافة والعلوم فان ۸ اجد فيه ما ابتغيه استعنت باحدی 
المطلحات : المستخدمة في إحدى الدول العربية . هذا وقد ذيلت هذا الكتاب بکشاف لو ضبوغاته 
ومسرد لرموزه وقاعة ببعض الراجم الستخدمة . 

هذا ولا يفوتني أن أوجه الشکر لكل من الأستاذين الدکتور عضر الأحمد والدکتور محمد 
عادل سودان لا أبديا 5 ملاحظات قيمة عند قراء تا لادة الكتاب » ک اخص بالشكر جامعة 
املك سعود على تشجیمها وتبنيها نش ركتابي هذا راجیاً من له اي الم ان ينفع به طلاب العلم 
ويحسن القصد والعاقة وا" خر دعوانا أن الحمد لله رت العالمين 
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"اعتوی 


اباب الأول : مبادئ المنطق الریاضی . ... ی و متس مب Naa‏ 
مإ دة ۱۲ 
۴ القارین ك 
اي ادوات الربط ١٠١‏ 
الاب الفاق + اتقو الک سس سس ین 
۱-۲ مقدمة ۲۷ 
۲۲ طرف تعيين مجموعة ‏ ۲۸ 
۳-۲ رهزا الانتماء والاحتواء ‏ ۳۰ 
إ٤‏ رمزا الشمول والوحود ۳۱ 
٣ه‏ مجموعة الموةة ‏ ۳۵ 
۰-۲ العملیات على احموعات ۳۷ 
0 الحموعة الشاملة ‏ ۳۸ 
أ مس 1 متممه مجموعة ‏ ۳۹ 
4۷ فکال فن ۰ 
RY‏ قافن الا تا EY‏ 
ا بعض الخواص اطامة في جير احموعات ع 
۱۲-۲ المجموعات العددية ‏ ۷) 
۱۳-۲ هيدا الثتوية ‏ 44 
١45‏ مدا الاستنتاج الرياضي ٠ه‏ 
اباب الخالث ۰ الضرب الديكارني للمجموعات ‏ العلاقات E cesses‏ 


۴۳ الضرت الديكارني للمجموعات لت 
۳-۳ عميل اعموعة ۸8 5١‏ 


# ۳ بعض خواص حاصل الضرتب 8 ×4 ۷۲ 
٣ه‏ العلاقات الثناشة ٩۵‏ 

افا العلاقة الثنائيه عل مجموعة ۷۰ 

س ترجه عة واستاف التکافو ۷٤‏ 


< 
> 
۹( 
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الباب الرابع : التطی؛؟ لومي AER‏ ش55 1 1 وی سب 
8 ج مهد وتعار یف ۸۸ 
اس الضوية ال ۱۲ 
_ 1 أنواع التطسمّات ٩۵‏ 
£8 که التظیفات ٩۸‏ 


الباب الخامس : العمليات الثنائية 111111 1[ 1#[ E SD ES‏ اماس N‏ 
۱-9 عهید وتعاريف ٠١8‏ 
۲-٠‏ دراسة البنية الحبرية لمجموعة أصناف البواق قياس ص ۱۱۷ 
۳-۵ الانظمة ذوات العمليتين ۱۲ 
م ال ۱۲۰ 


الباب السادس : الزمر SORO‏ و عم یاو ER KEK GEER‏ ۱۳ 
۱٦‏ عهید وتعاريف ۱۳۹ 
۹ الزمر اعلوقة ۱8۷ 
٦‏ ۳ الزمر الدائرية ۱٤۸‏ 
سدع مر التاظر ۲۵۱ 
> سه امحموعات المشاركة ۱۵۵ 
55" الإزمر الحزئية الناظمية ٠١۹‏ 
٦‏ ۷ بعض نظريات افومومورفیزم ١51‏ 
الباب السابع : الحلقات والخحقول .................. ممع ممصو وو فون NE‏ 


¥ بعض خواص احلقات ۱۱۷۷ 
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اباب الأو 3 


Elements of 





مبادي امنطق الريا ضي Mathematical Logic‏ 
م١‏ مقدمة Introduction‏ 


عله المنطق هو ا فروع علوم الریاضیات البحتة وهو عم حدبت ا و این 
اهميته تتزايد يوما بعد يوم . يفهم من إسم هذا العلم أنه يشار ات ي راي ومدلولا مها 
وتعبيراتها : ۳ المنطق رکز على مبادي واضحة متفق عليها عاليا » وله رموز خاصة به » ومن 
الجدير بالذكر أن کل عام أو بالاحری ,کل فرع من فروع العرفة له الفاظ ومصطلحات خاصة به » 
الا ان غ هذه الالفاظ رعا لا تستخدم ي حديثنا | ليومي + وقد يستخدم بعضها بمعنى مقارب ل 
نعنيه في حديثنا اليومي » وفي حالات يختلف معناها تماماً عن مقصودنا وذلك ربا يرجع إلى عدم 
دقة التعبیر عندنا ولیس معناه قصورا في اللغة الستخدمة يي التعبیر . ولا كان هذا الا مهام غير 
مرغوب فيه وبخاصة في الریاضیات » فلم يُترك الأمر للإجتباد في المنطق الرياضي » بل اتفق على 

رموز وأدوات لربط احمل وأعطیت معاني حددة تماما لا تقبل الس والغموض © وهذا یقودنا 
إلى القول بان المنطق الرياضي لغة علمية متفق عليها بين الرياضيين . ولا غنی للرياضيات عن 
لتطق + فالریاضیات تحتاج إلى كل منطق ولا یکون برهاث نظرية رياضية مثلا سهلاً مقیولا ما 
لم يستند في خطواته على سلسلة من الافکار مرتبط بعضها بعض 


Statements التقارير‎ ۲-۱ 


نعرف أن الجمل في اللغة العربية منبا ما هي فعلية ومنبا ما هي إسمية ومنها ما هي إستفهامية 
أو طلبية . . . الخ. وفي المنطق الرياضي نقسم الجمل إلى قسمين هما : 


() جمل خبرية وهي التي تحمل إلينا خبراً ما . 
(ب) جمل غير خيرية (إنشائية) » وهي الت لا تحمل خبراً معينا . 


۱ 


مثال (۱--۱) 

)۱( تطلع الشمس من الشرق : جملة خخيرية . 

(۲) الریاض عاصمة للملكة العربية السعودية : جملة خبرية . 

( ۳ 4 > 17 : حمله خربه . 

(4) ما اجمل هذا البستان ! : جملة غير خبرية (تعجب) . 

(۵) يا محمد كن حريصا على فعل الفیر : جملة غير خبرية (نداء) . 

5 7 =× +3 تحت ۴ عدد صحیح ؛ : جمله خبربه . 

تعريف (۱--۱) 

كل جملة تحمل خيراً ما ويمكن الحكم بأنها اما صائبة وإما خاطئة » ولا تكون صائبة 
ال (1 ۳ 

کل من الجمل الخبرية .الواردة في الفقرات (۱) ۰ (۰)۲ (۳) ۰ (5) من الثال (۱--۱) 
هي تقرير : ايع كل من ال الانشائية الوا ردة في الفقرات  )4(‏ (ه) من نفس الثال ليست 
تفر يرا . (لأخط. ان الجملة الخبرية في الفقرة (5) من نفس الثال لا نستطيع الحكم ا باثي 
صاشة بة أو خاطئة ما لم نعرف قيمة المتغير × . > فهی صائبة عندما 4= × وخاطلة یا عدا دلك ۱ 
والحدير بالك گر أن مثل هیده الحملة نسمی حملة مفتو حة أو تقريرا دالا 


. (Propositional function) 


)5--1١( تعريف‎ 





كل جملة خبرية صائبة تسمى تقريراً صائباً وكل جملة خبرية خاطئة تسمی تقريرا خاطنا . 
فال (۱--۳) 


کل من الجمل الخبرية الواردة في الفقرات »)١(‏ (۲) من الال (۱--۱) تقریر 
صائب ۰ بيئا الجملة التبرية الواردة في الفقرة (۳) من نفس الثال تقرير خاطي . 

لي اقا پر Negation of Statement‏ 
اذا أردتا أن نى التقریر «السماء عطر الیوم» فإننا تقول : «السماء لا عطر الیوم» » وادا 
کان اتش الراد نقیه افا سا 4 ترا قاتا ا ا 


۱۳ 


ماك 4-5 


(۱) 2+3-8 تقرير خاطئ » ويكون نفيه هو 2+38 تقرير صائب . 
(۲( الرباضص عاصمه السعو درة تفر بر صائب : شه هو «الریاض ليست عاصمة اس قیةة آو 
لیس صحیحا أن الرياض عاصمة السعودية» : تقریر اط *. 


كثيرا ما رمز لتقرير ما بحرف من حروف الحجاء للسهولة فني الثال ١(‏ 4) إذا رمزنا مثلا 
للتقریر الوارد في ؛ الفقرة (۱) بالرمز 7 فاننا نرمز لن هذا التقریر بالرمز ٢ہ‏ (یقرا ‏ نی ۰)۶ 
وحیث آن التقریرین ‏ > سم یستحیل أن یکونا صائبین معا أو خاطتين معا » فاننا لو جعلنا 
ارف 7 برمز لكلمة صائب (1۳00) والحرف ۴ يرهز لكلمة خاطى (523156) . لأمكنن 
تکوین جدول یدعی جدول الصواب (أو جدول الحقيقة) صف ط ‏ ۲ہ معا : کا هو موضح 
في الحدول 1١9‏ 1). 


ملا حظات 
(۱) تسمی 1 > ۴ بقیمتی الصواب (أو 


۴ 


ود ی کون ` عن كل ما احبانا 


سس ات 


(؟) لاحظ أنه مها كان التقریر ۶ فاته اما أن 
باخذ القيمة 7 اراق 2 + آما قمة 





3 > جدول (۱-۱) 
صواب التقرير ۶~ فيجب ان تخالف قيمة 


صواب 2 کا آشرنا إلى ذلك آنفا . 
تعریف (۱--۳) 
تفر ير حمل خر واحدا و 7 تقریرا بسیطا رأولبا) ۴ ام ادا حمل التقرير حبرین 
فثال (ؤهة؛ 
10 تحمل الماء عيك درحه الصفر و يغلي علد درحه 100 تفر بر مررکی 1 
(۲) محمد يدرس الرياضيات أو الجغرافيا : تقرير مركب . 
(۳) ادا کان 3+1=4 فان 6+7-13 : تقرير مركب . 
)٤(‏ المثلث عه متساوي الأضلاع إذا وإذا فقط كان متساوي الزوايا: تقرير مركب 


١ 


كل تعرير من التقارير الأربعة السابقة تقریر مركب لانه 0 ان حصل منه عل تقربرین سیطین 
على الأقل ۰ فثلاً التقرير في الفقرة (۲) هو عبارة عن تركيب لتقريرين سيطين هما : (ا) محمد 
يدرس الرياضيات (ب) محمد يدرس الجغرافيا . 

ملاحظة 

عند تركيب التقارير لايهمنا وجود أي نوع من العلاقة» سواء في المعنى أو في احتوی . 
بين بعضها البعض . كا نلاحظ أن کل تقرير مركب تربط أحد أدوات الربط بين مكوناته البسيطة 
(تقاريره البسيطة) » وسترى ان التقرير المركب له فے صواب تتحدد عاما عند معرفة : 


(۱) قم صواب مكوناته (مركباته) البسيطة . 
(0) أداة الربط الستخدمة . 


۷۲-۷ إذواتث ال رط 65 )) 
ولا : 

الر بط ب «وه ویرمز له یادا بالرمز (۸». أي آنه اذا كان کل من ۰۸4 8 تقریرا فان 
( 4 و 2 » هو تقریر مركب برمز له بالرمز « ۱۸۸ . وقد اتفى راو عرف) على آن تکون قم 


الصواب طذا التقریر الرکب کا فى امحدول زا . من الحدول (۱--۲) نلاحظ أن التقریر 
۸B‏ صائب بي حالة واحدة فقط وهی عندما تكون مركبتاة ۰۸ 8 صائبتین معا > وحاطی فما 





عدا ذللك . 
1 ا ۱ ۱ ۱ | 
TIF 3‏ | 
F‏ دع ۶ 
AHH‏ 
جدول (۱--۲) 
مثال )٩--٩(‏ 


بفرض أن ۸ ۰ 8 ۰ © ۰ 2 هي التقاریر الآتبة على الترتیب : 


۱ ۵ 


2+24 > 3-0 ۰ القمر يدور حول المريخ » بغداد عاصمة العراق . نجد ان ۸ 
0 تقربران ن ین 8 ۰ تقريران خاطثان . وبالتالي فانه بالرجوع إلى الجدول (۱--۲) 
نستنتج أن : 

لاخ ك. تفر صائب ٤‏ حین أن 8 ۸4۸ (AKABJAD éAAC BAC tCAB <C‏ 
تقار بر خاطئة . 


3 


ثانيا : 
الربط مأو ع ويرمز له ا بالرمز « ۷۶ » ای أنه ادا كن کل من كك > 5 تقریرا 
فان ۸ 4 أو 8 » هو تقرير مركب یرمز له بالرمز ٠‏ 4۷8 » . وقد اتفق (أو عرف) على أن تكون 
فم الصواب للتقرير المركب 4۷8 کا في الحدول (۱--۳۳). 

نلاحظ في الحدول #1١١‏ ) أن التقرير . 8 ۷ ۸ خاطي في حالة واحدة فقط - وهي 
عندما تکون مرکبتاه ۸4 8 خاطیتین معا وصائب فيا عدا ذلك . 





حتلم ۱ 


1۹ 


جدول لم ۱ ظ دك (۱--4) 


فان ان 


(۱) 9 عدد زوجي أو 9 عدد فردي : تقرير صائب . 

(۲) الرياض عاصمة سوريا أو دهي عاصمة الحزائر : تقرير خاطي . 

م 5+16 أو 3<*4-12 : تقرير اقب . 

دسا 

الربظ وبادا ہے ال .40 هرمز له ۹ بالرمز «ج- ) اي اذا كات کل من ۸4 

. » 4+8 « ؛ فان الحملة الشريطية رادا 4 فان 8 هي تقرير مركب برمز له بالرمز‎ ۳ B 

وقد اتفق 5 عرف ) على آن تکون قم الصواب لهذا التقرير المركب كا في الحدول (۱--4) . 
نری من الجدول (4-1) أن التقرير الرکب 4+8 يكون خاطا فى حالة واحدة فقط 

وهی عندما یکون ۸ صائباً و 8 خاطا 


۱۹ 


مثال (١ذ86-1)‏ 


5+7=12+2+6=8:7 )1( 
5+7=11¬+2+6=8:7T )( 
8:1و06-+24هه11ع/دد‎  )۳( 
5+7-12-2+6-7: 4) 


چ 


رابعا : 
الربط ب «اذا وإذا فقط» ويرمز له بالرمز «صه» أي إذا كان كل من 4 ۰ 8 تقريراً 
فان « 4 إذا وإذا فقط 8 » تقرير مركب یرمز له رياضياً بالرمز « 4+8 » . واحدیر بالذكر أن 
التقرير 48 يكن التعبير عنه بالشكل : 

رج لعزي 
وفذا فانه عکننا تعيين جدول صوابه بدلالة احدولین (۱--۲): 


(۱--4) كا یل : 





حدول (1--8) 





پلاحظ من احدول (۵-۱) أق التقریر 44-8 یکون مانا عندما یکون التقریران 
4 ۰ 8 صائبین معا أو خاطثين معا . 
مثال )٩--۱(‏ 
0 7 ۰ 5«3215:7ب»5+3-8 


65 كر : السعوددية نقع ٤‏ 5 جهق ع3 لد 
ذم #: ع 3-5 « 5به فاطمة امم رجل . 
)٤(‏ 7 : القاهرة عاصمة أستراليا مه السكر طعمه مر . 


۱۷ 


تعريف (4-1) 
بقال عن تقريرين 4 ۰ 8 انیا متکافتان منطقياً > أو اختصاراً > متكافئان اذا كان 
لكل منهما نفس جدول أو قم الصواب » ویرمز لذلك بالرمز 8 >4 ۰ (ویقرا ۸ یکافی 8 . 
مثال )١١ ١(‏ 


(۱) اب 4+8B=)4¬+B8B(۸)8B+A4(‏ ۰ کا بظهر ذلك ٤‏ الحدول (۱--68) . 
0) (مس) =4 42۸4۸۸42۸4۷ كا في الحدول (۲-۱). 





)١—١( جدول‎ ٠ 


)۱--۱( نظرية‎ 
De Morgan’s Laws . قانونا دومورجان‎ 


~(A^B)=(~A)v(~B) (i) 
~(AVB)=(~A)^A(~B) )ب(‎ 


البرهان 
0( يثبت الطلوب إذا كانت قم الصواب للتقرير (8 ۸ ۸)- هي نفس قم الصواب للتقرير 
(4(۷)~8~) ۰ وفق التعريف (١3؛)‏ . لذلك ننشی الجدول (۱--۷) . 





AVE‏ همه | 6- ]ف ] 8 ]ه 
F‏ 3 7 | ال 72019520 
TIF | F 17 1‏ 
FF | FF F 3 1‏ 
Ll FÎ F F 1 1‏ 
| 1 جدول (۱--۷) 


۱۸ 


من العمودين السادس والسابع نرى تساوي قم الصواب فيا » وبذلك مم الطلوب . 
(ب) يثبت المطلوب بطريقة مشامة عاما لما فعلناه في الفقرة (). 
طريقة أخرى لإثبات صحة الفقرة (ب) 
بنني الطرف الأيمن من العلاقة (ب) نجد أن 


وفق الققرة (ا) . . . [ظهات Sex ess Dv‏ 
انظر الال رأ *... V8‏ 


والآن بنق طرفي العلاقة * نحصل على الطلوب إثباته وهو 


B)])= ~(4 vB)‏ )م )4 ~([ نم اب 
أي (~A)aA(~ B)= ~(AVB)‏ 


نظرية (۱--۲) 
إذا كان 4 ۰ 8 أي تقريرين فان : 


۸ هم 4 )انح << 8 ج‎ ~B) 


الرهان 
حسب التعريف )4--١(‏ یکی أن ننشئ؛ الجدول (۰)۸-۱ والذي فيه نرى أن 
العمودين الخامس والسادس متساويان في كم الصواب » لذا ثبت المطلوب . 


زد بر كاتس | وزج ار | گنه ۸4 | فى" 
FI ۴ | 8 1 1‏ 
3 . 7 ) 4 عي | ۲ 
FF | #F 1 7‏ اج 
EF | 7 3 1 7‏ ۴۱ 
جدول (۱--۸) 


تعريف (۵-۱) 


شال ي شم قراس هر کب انه ضائب منطقیاً اذا کانت ج يع فے صوابه صا ىة . وشال أنه خاطي 
منطقياً إذا كانت جميع فم صوابه حاطئة . 
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مثال (۱--۱۱) 


(۱) ان التقرير ۸4~ 4۸۷ صائب منطمیا . 
9 إن القرير 4 شاف عا 
واطدول (4-۱) شت صحة الققرتین 89 ۰ (۲) وفقاً مريك (-۵). 





)٩--۱( جدوك‎ 


قد لا یکون التقربر صاثباً منطقیاً ولا خاطتاً منطقیاً : ا فى اللقربرین هة : 
48 مثلاً » العرفین في الجدولين (4-۱) ۰ (8-۱) على الترتیب . 

تالا زب ۱۱۷ 

ن از یر اساي لیس ها ستطقا ولا تا ها 

() التقرير ۸-۸۷8 صائب منطقيا . 


ان الجدول (۱--۱۰) يبرهن على صحة كل من الفقرتين (۱) ۰ (۰)۳۲ کا يظهر في 








)" 1١( تعريف‎ 


تقول إن التقرير ۸ يقتضي التقرير 8 ۰ ونرمز لذلك بالرمز 8 > 4 إذا كان التقرير 4+8 صائبا 
منطقا . کا تقول احیانا ان 4 هی المد مه و 8 هی النتسحه . 


۲ 


مئال (ذ1-"١)‏ 


(۱) مها يكن التقرير ۸ فان فرت و جر ان اداد تقریر صائت متطقیا > 
عا بظهر من الثال راس 

© مها یکن التقریران ۸ 8 فان 8 ۸۷ ۸ لآن. 3 ۸-۸۷ تقربر صاب منطقیا » کا 
بظهر فى الثال (۱--۱۲) . 

(۳) مها يكن التقریران ۸ ۰ 8 فان ۸۷8 = ۸۸8 ۰ لانه من السهل التحقق من أن 

ملاحظات 

(1) إذا كان 8 4 » فانه بتمعن جدول صواب التقریر الرکب 4+8 نلاحظ أن : 


(أ) كلا كان التقریر ۸ صائبا فان التقریر 8 صائب ایضا . 
(ب) كلا كان التقریر 8 خاطئاً فان التقریر ۸ خاطی أيضا . 
ونعبر أحياناً عن الفقرتین (أ) » (ب) بالقول : إذا كانت القدمة ۸ صائبة » فان النتيجة 
8 صائبة أيضا » واذا كانت النتيجة 8 خاطئة ۰ فان القدمة 4 خاطئة ایضا . على 

الترتیب . 

(؟) اذا کان 8ح 4 » فإننا نعبر عن ذلك بالقول : إن 4 شرط كاف ل 8 رونعني بذلك أنه 
اذا كان التقرير 4 صائبا » فانه يك ليكون التقرير 8 صائبا أيضا) . 

(۳) عندما ۸ لا بقتضي (لا يؤدي) 8 ۰ فاننا نرمز لدلك بالرمز 8 * 4 . 


)٤(‏ إن 8 < ۸ ليس له جدول صواب ؛ لاننا لم نعتبر هنا الرمز ”<=“ اداة ربط بين التقریرین 
A‏ 8 . 


تعريف (۱--۷) 
تقول إن التقرير ۸ يقتضي (أو يؤدي إلى) التقرير 8 ۰ وان التقرير 8 يقتضي التقرير 
۸4 ونرمز لذلك بالرمز8جه لع اذا کان التقریر مه 4 صائاً ميظقيا . 

إن الرمز «جه» ليس اداة ربط بين التفربرین ۸ ۰ 8 . لذا فان 8> 4 ليس له جدول 
صواب . کا حدر الاشارة الى أننا نعر ااا عن الرمز «جه» بقولنا «الشرط اللازم والکایی ) E:‏ 
أنه يعني أيضا كلمة یکافی . وبذلك يمكن استخدامه أحياناً عوضاً عن الرمز « = »كما يتضح من 
المثال الاي . 


۳۱ 


مثال (۱--۱۶) 
مها يكن التقریران 4 8 فان : 
~B‏ م 4 جه (8 4 ) نم 
لأن التفر بز : 


8- م 4ه 8ه 4)ه > صائب منطقياً کا يتبين من الجدول )١١--1(‏ في العمود 
السابع 





mE 9‏ 
ا | نه به دب رد 
- فر ذا 


جدول (۱--۱۱) 


ولا كانت قم الصواب ف العمودين الخامس والسادس > في الحدول  )۱۱--۱(‏ 
متساوية ما يتفق مع تعریف التکافق ۰ أي أن 8- مم ع(مه)- ۰ فاننا سنعتبر أن 
الرمزين حه.: = ها نفس العنی (الدلول) . هذا وتجدر الاشارة إلى أنه إذا لم يكن 8هه ۸4 
متحققاً » فإننا نزمز لذلك بالرمز 4<8 ۸ . 

مثال (۱۵-۱) 

بین آي من العلاقات التالية متحفق 2 واي مها غير متحفق ‏ مستفدا من الملا حظات الواردة بعك 
الثال (۱--۱۳) . 

۱۱( 9ع ×> د 3 =× 

(۲( 9ح × جه 2-3« 

أفرم 0<ز اج 00 << ۶ 

اخل 


)١(‏ (ا) طريقة اول : من معلو ماتنا الرياضية 6 نعلم أنه عندما یکون التقربر 2-3 افا 


۳ 


فإنه يؤدي بالضرورة الى أن التقرير 2-9 صائب »؛ إذ أنه لا يمكن أن يكون 
3=× فى حين ان 9عو*< . وبالتالي فان 2-9 ح 2-3 متحقق . 


(ب) طروقة اة ۽ مت ملاتا أشنا » نعلم أنه عندما يكون التقرير 2-9 خاطا ؛ 
اي عندما يكون 79× » فان التقرير 3=× يكون خاطنا » أي أن 3× › 
وبالتالي فان 


9 - ۶ ج 3 < × متحفق . 


(۷) سبق أن أثبتنا في )١(‏ أن 2-9ح 3-» متحقق » والان هل 3<ج 2-9» 
متحقق ؟ . نعلم أنه عندما یکون التقر بر 9 2 صائبا : > فليس بالضرورة أن يكون التقر اله 
وك مبائاً: لآق قد كرن سالبة راي أن 3 حم : وهذا يعي أن 9 =× 


و 3ة مک وبالتالي فان 3 =× +¬ 9= 2× عير متحهق وا 3 أي أن 
ما تدم ستنتج أن 3 - x2 =9 +x‏ 


(۳) من الواضح أنه عندما یکون التقریر 0< 2 صائبا » فانه لیس بالضرورة أن یکون التقریر 
0<× صاباً > إذ من للمکن أن یکون 0>× ۰ مع أن 0<”× ۰ وبالتالي فان 
0 < £ ج 0< £ غر متحقق دوما » ومنه شید آن 


0<« 5د 0 < 2 
والآن سنقدم النظرية التالية التي تضم معظم خواص الرابطين «۸» و۷۸ . 
نظرية (۱--۳) 
مها تكن التقارير 4 » ظ ‏ © فاد : 


(۱) 4 ۸۸ كذلك ۸4 <۸ ۸4۷ خاصة اللا عمو 
(۲) ۸ 8 <ظ] ‏ ۸4 کذلك ۸ 8۷ < 8 4۷ خاصة الابدال 
(۳) (6 ماقام 4 2ت نام (ظ ۸ 4) كذلك 0 ۷۱8۱۷ لق 2 ) ۷( ۷ ۸4) حاصه الدمج 


)£( ( ۷/۸۸( 6214 408۱۷ كذلك (0 ۸۸4۷( 4 )>( م ۸۱۷8 خاصه التوز یم 


الرهان 
قبل الدحول ٤‏ برهان النظر بة » نود الاشارة ال آزه ادا كان لدينا د ون عدد يم 
صوابه المکنة إثنان » وإذاكان لدینا تقريران مختلفان فان عدد قم صو ا امك . اربع » واذا 


۳۳ 


كان لدينا ثلاثة تقارير مختلفة فإن عدد قم صوابها الممكنة تمان » هذا ويمكن البرهان أنه اذا كان 
لدينا " من التقارير الحتلفة فان عدد قم اما الفكنة ساوض 2۳ , 

والآن سنبرهن أن الرابط ”۸“ يتوزع على الرابط ۷۳" (تاركين بقية البراهين على صحة 
الخواص الذ كورة کتارین للقاري) . من أجل ذلك نتشي الجدول (۱--۱۲) والذي نستنتج 
منه صحة المطلوب كا يظهر في العمودين السابع والثامن . 











0 ۸ | 8 lC | حبق‎ | AA(BVO | (AABV(AAO) 

0127 Th FT 1 7 7 7 
CITIES F | گر‎ 1 1 7 
7۲ | كر اع | جر‎ 7 7 7 1 
7۲ | سم | جر‎ || F 3 3 F F 
FIT ۳ F F 7۲ | كل‎ F 
# | TI تل | كل‎ F F F 
F | گر‎ | FI عل‎ F 1 3 ۳ 

۱ ۲ | ۴ ۱ ۴ | ۶ 9 3 F F 

| ا 


حدول (۱--۱۲) 

عارین (۱--۱) 
(() عن التقاریر من بین التعابیر الاتية : 

(أ) ان آرکان الاسلام حمسة . 

(ب) زوايا اطربم حادة . 

(ج) + عدد كسري . 

(د) لا محلف الوعد . 

(ه) ما أجمل التحلى بالأخلاق الفاضلة ! 

(و) 3×=0+ × » حيث × عدد حقیق 

(ز) ماذا حفظت من سور القران الكريم ؟ 
)١(‏ في القرين (۱) إذا كان التعبير الذ كور تقريراً »> فحدد قيمة صوابه . 
(۳) في القريت (۱) أکتب نی کل تقریر. ۱ 
(4) أثبت صحة الفقرات الباقية من النظرية (۱--۰)۳ مستخدما جداول الصواب . 
وه کب التقاریر البسبطة الكونة للتقاریر الركبة الاتية : 


.عا 


۲٤ 


(1) 
(۷) 


(۸) 


(8) 


يي 


(۱۱( 


E 


(ا) إذا اجتهد الطالب فإنه ينجح . 

سا کون اطوال اضلاع الثلث متساوية اذا واذا فقط كانت زواياة متساوية في 
القیاس.. 

(ج) الشمس طالعة والطر ينهمر. 


(د) ڪس حمل نحا لسة العلماء ۳ الأتقياء : 


عبر عن كل من التقاریر الواردة في القرين (۵) بصورة رمزية . 
اذا کانت 4 ترمز للعقریر «نزل الط و 8 ترمز للتقریر «احضرت الأرض» ۰ فا کتب 
الترجمة الكلامية الكل ما بان : 


() 1م ۸4 (ب) ۶ ۷ ۸4 )>( ۸4۸ هد (د) 44+8 
اذا کان ۶ ۰ 8 تقریرین فأثت آن : 
ASR pap‏ واس كج اي 2 ۲۳ 


0 4= × >= 2= × > بطر بقتین مختلفتين . 


را وکوج ور 

X> 5 واه‎ (&) 

ات آن التقاریر الاتية صاثبة جنا + 

۱ ۸ 4+۸۷ )أ( ۸-۸۷ 

)=( 4م +۲ مرش (د) ارج قرم ام 

(ه) لح لم4 (و) ‏ ()ج+ ك4 )+ [(+8)م (ظ 4 )| 


اثبت عبحة ما يلاق : 
۱( 4 جه A)=‏ ا )ام (8 با 4 هم )ع قز بهم 


۸ ۷  < ملا جح‎ ~B) (a) 


۲ ۵ 


(1T) 


000 
)۱٤( 
(۱۹( 
)۱1( 


)=>( ب+(1۸4-8< 8 ۱۷ ۸ 
(د) A¬(B¬+C€)=(4¬+B)¬»(4¬»C)‏ 


ین آي الأداتین > وب تصلح لربط کل تقريرين فا يلى : 


00 الشکل الرباعي مستطيل ‏ الشکل الرباعي زوایاه قوائ . 

(ب) الشكل الرباعي مربع الشكل الرباعي زواياه قوائم وأضلاعه متساوية . 

(ج) الشكل الرباعي معين ‏ أضلاع الشكل الرباعى متساوية . 

(د) الشكل الرباعي مستطیل -- قطرا الشكل الرباعي ينصّف كل منهما الآخر. 

(ه) الزاويتان احیطیتان مرسومتان في قطعة واحدة من نفس الدائرة ‏ الزاویتان 
اغنطيتان متساوتان . 

هل الرابط «+» يتمتع بحاصة الابدال ؟ علل إجابتك . 

هل الرابط (+» يتمتع محاصة الدمج ؟ علل إجابتك . 

هل الرابط ««»» يتمتع يخاصة الدمج ؟ علل إجابتك . 


إذا كانت ظ ۰ 5 ۰ ۳ ثلاقة تقاریر مفروضية » فأثیت أن : 


Da(E^F)=(D^E)^(D^F) (Î) 
Dv(EvF)=(DvE)v(DvF) (mm) 


۳۹ 


الباب الثاني 


احمو عات Sets‏ 





۱-۲ مقدمه 


إن «المجموعة» هى كلمة مالوفة لدبنا نستخدمها دانماً فى حباتنا اليومية » ولکن بستحیل تعریفها 
تعريفاً دقيقاً . وربما يكون أحسن ما نقول عنها إنها مفهوم (00۳06۳0) ریاضی شأنها شأن النقطة 
والمستقى والمستوق . ۹ واول من است‌خد م نظر بة احموعات هو العام الالانی افق تلور 
٩ ۱۸ ۵(‏ 1 ع( . وللمجموعات لغة ورموز حاصه مها 0 2 حقيمة الآمر اساسا ومتطقا 
لكثير من فروع الرباضیات اختلفة » فهي وسيلة ناجحة جداً لتوحيد لغة الریاضیات واعتبارها 
فد 2 اس , کون الضبوعة ن اشاء معابرة » وجب أن تتحدد المجموعة تحد يدأ دقيقا أ 
یقبل اللبس » نعني بذلك أننا إذا اعطینا شيئا ما فاننا نستطیع الحكم ما إذا كان هذا الشي ينتمي 
إلى امحموعة الفروضة ام لا . ومن امثلة احموعات : 

)۱( ات حا معية املكف سعيو د 

(۲) طلاب كلية العلوم مجامعة اللك سعود 

. دول العام‎ (T) 

8 شك الاعذاه الطبعية > ...24 .2 ,۱ 

(۵) محموعة الاعداد :3ل 2 8ا 


تعريف (۲--۱) 
نسمى الأشياء ال تتألف منها مجموعة ما عناصر هذه المجموعة (أو نقاطها) . 


شالت (۷+-۱) 


(۱) العدد 4 هو عنصر من مجموعه الاعداد الطبسعية . 


۳۷ 


(۲) كلية العلوم هی عنصر من مجموعة كليات جامعة الملك سعود . 


سنرمز بشكل عام روف كبيرة : ف ی تا درا ار للمجموعات > وخحروف صعيرة 
تن ... © a, BP,‏ لعناصرها . 


۲-۲ طرق تعيين (او نحديد) مجموعة 
تسن دة محموعة ما 8 باحدی الطریقتن الان : 
اولا : 
طريقة اخصر 
وهذه الطريقة عبارة عن کتابة عناصر المجموعة بين قوسین من النوع ( )2 على أن توضع 
فواصل بين العناصر » ولا أهمية لترتیب العناصر هذه » كا أن تکرار عنصرفي المجموعة أكثر من مرة 
ل بغر هد هو الجموعة 1 فالعدرة بالعناصر الممتلفة (العّایرة) : 
مثال (۲--۲) 
وا 2,31 ,4 ,5 ,51-11 ,4 ,3 ,2 ٩-11,‏ 
(۲) ز محمد » سعد » جمیل » ناصر ]= 1 
(۳) 7 قل » حصان » شجرة ) L=‏ 
)6( (6- ,6 ,6- ,16 -(6- ,16 < 7 
الا 
طريقة الصفة (أو الصفات) المميزة لعناصر اجموعة 
وهده الطريقة کثیرا ما تستخدم عندما نستطيع الحكم على عنصر ما فما إذا كان أحد عناصر 
الجموعة ام ۷" بواسطة شق هيل | العنصر للصفه (أو الصفات ) المميزة الى يل أن بجعم بها کل 
عنصر ی هذه اضبوطة وعندها نکتب انحموعة عل الصورة الائية : 
ا(مد)ط اد ۱ - 5 


حیث م (متحول أو متغیر) عنصر اختياري من عناصر الحموعة 5 + والنط الرأبی « | ٩‏ 
بع خی > و قصل لتقن خاضة أو خا غیت (وهذا ما نع ريه الضفة او الضفات 


و 


المميزة للعنصر > ) . 


۳۸ 


مثال (۲--۳) 
رام مک کاب اطحموعة 3 ف الثال و( کا يل : 
x‏ عدد صحیح و << 6 2 ()6| 1 < د 
(؟) اذا کانت (25 ,9 ,4 ,5-11 فانه يمكن كتابتها بالشكل : 
[× مريع أحد الاعداد 5 ,3 ,2 ,1 <(۴)۲() 5 
(۲) (* عدد صحيح موجب أقل من عشرة |×) =9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1) -5 
S={1, -2={x| x +2201 )5(‏ 
(ه) × دولة لها حدود برية مع الملكة الغربية السعودية ك( )7=)×|]۴ . 
( الأردن + العراق » الكويت ؛ قطرء الامارات المتحدة » عان ٠‏ العن ارق + امن 
الشمالي ) -7. 
() ( ۲ <(* عدد فردی وف نفس الوقت × عدد زوجي ات ()۳ ۱ ادي . 


إن الفقرة (5) من الثال (۲--۳) تشعرنا بالحاجة إلى حموعة ليس ها اي عنصر ؛ وقد 
اصطلح على تسمية هذه المجموعة : المجموعة الخالية (560 (۴۳0) ویرمز ها بالرمز 4 
ملحوظة : 


اذا كانت 5 مجموعة ما فسترمز لعدد عناصرها بالرمز |5| 


لحل أن الخطين الراسیین (| [0 لا يبعتيان القيمة الطلقة . 


ا س 

عدد عناص ركل من المجموعات الواردة في المثال (۲--۳) هو : 5 ۰ ۰4 9 2۰ +8 :0 
على الترتيب . 

تعريف (۲--۲) 


عندما يكون ه>|؟| فان المجموعة 5 تسمى مجموعة منتهية (ا56 عالصلط) . 
Set)‏ 1101110116 ) 


۳۹ 


ملاحظات 

(() ادا كانت رک هی محموعة حروف اللغة الاجليزية فاننا نکتب : 
)8 حرف من حروف اللغة الانجليزية |»] > (2 ,... بن ,5 ,5-4 

(۲) إذا كانت 52 هي مجموعة الأعداد الطبيعية فإننا نکتب : 


1 ا تا ۱ 
زب عدد طبيعی | ×| ع (... ,4 ,3 رك ,241 و9 


لاح اننا فق کلتا الحالتين (۱) 4 (۲) است‌خدمنا النقط «. . .» لتدل على الاستمرار 


عين كلا 3 | ,15 » و ذا 


اده رمزا الانتماء والاحتواء 


اذا كانت. (4 © ,0 ,»)=5 فاننا نقول ان العنصر 4 ينتمي الى امحموعة 5 ونرمز لذلك 
بالرمز 465 (الرمز ع rT‏ ا ؛ بالنسبة لبقية عناصر 5 . أما اذا 
كان العنصر لا ينتمي إلى اجموعة 5 فاننا نرمز لذلك بالرمز « © » فنکتب مثلاً 45ء . واذا كانت 
la, ce}‏ < 7 فاننا نلاحظ ١‏ کلا من عاض الخ عة 7 ينتمى إلى ا جموعة 5 » ونعبر عن ذلك 
شاا إن ا ۶ ع فى ایت 8 , ارات 3 شري اسوک 7 : ورس 205 
رياضياً بالرمز 5 > 7 او 7 32 . واذا کانت 6 e‏ ولکن 5 هر محتواة فى 7 فاننا نقول 
ان 7 محتواق تماماً فى 5 وعندها نكس 125 +¿ وسلا رع بعنى أنه يوجد عنصر واحد على الأقل في 
د ولیس ف + .فنا واذا كانت RSD)‏ فان R‏ ليست محتواة ي 5 لوجود عنصر 
واحد عل الاقل ى 8 ولس ف & ویعبر عن ذلك راغا بالرمز 55 آو jê dŠ§3R‏ 
ی حين أن 0۶5 
ملحوظة 
ادا كانت له ,...,9عو۵ ,68 ند کیب ذلك بالشكل 4 او م۵ :> 
وال ادا كانت 8کے٦‏ ,کک کے خللق بالشكل :8 ے1 رده 


۳۰ 


سس و مزا (دلالتا) الشمول والوجود 
Unıversal and Existential 5‏ 

إذا كانت 5 مجموعة ما غير خالية فكثيراً ما نستخدم في الرياضيات أحد التعبيرات المتكافئة 
التالية : 
(1) مها يكن 65× فان ۳ ۰ حيث (7)2 تقریر أو جملة مفتوحة (تقرير دالي) . 
9) لکل کعد فان (×)۶ .. 
5) من أجل أي 5ع« فان (۳0 ... . 

يرمز عادة لأى من هذه التعبيرات بالرمز و.... (۷5:۳6» ویسمی الرمز ۷ بدلالة 
الشمول . كا يرمز لذلك أحياناً بالشکل : ٨)×(:۷×€8«‏ ...2 . 

کا أنا نستخدم قي الریاضیات أيضا آحد التعبیرات التكافظة التالية : 
5ع معد غد میث (۳ .. 
(۳) يوجد عللى لاقل 5 ك( 
(۳) وجد عنص ما 65× نحيث (<)2 .... 


ومر عادة يعن منها بالرمز « ..:()52 3%88 € و سمی الرمز 3 بدلالة الوجود. كا 
برمز لدلك أحيا نأ با لش لھک : ۱ 368 3 ()۴ .۰.۰ .). 


مثال (۲--8) 


ووم تكن 8 محموعة الأعداد الطبيعية ولیکن التقرير (6ط. هو 2<1+* حیث 85 . 
إن هذا التقرير صائب ويا مها كانت × من 5 ۰ ونعير عن ذلك بالصورة : 
1 < 2 + :۷26 . 

(۲) إذا كانت 5 مجموعة الاشکال الرباعية في الستوی » وکان (<)5 هو التقربر «يجموع 
قباسات زوابا الشکل *(65) يساوي 360 » فان هذا التقریر صائب دوما ونعبر عن 
ذلك بالصورة : ()5:۳ ۲6 ۷ 

مثال (۲--۲) 


(۱) ادا كانت 5 مجموعة الثلثات في المندسة التقلىدية وکان (<)2 هو التقر بر الدالي « × مثلث 


۳ 


قاكم الزاوية» فان التعبير التالليى صائب : 
S3 P(x)‏ ء ۲ 3 
(؟) إذاكانت 5 مجموعة الاعداد الطبيعية وکان (*) هو التقرير الدالي 6 > 4+ فانه يوجد 
xeS‏ حيث بکون (×)۶ صا اا : ری عن , ذلك بالصورة : 4>6+ 3 3ق ع 3 (ما هي 
فة 9 الى حعل P(x)‏ ۳ اف 00 
ملاحظات 
۱( نی التقرير(<)5:72 ۷×٤‏ . 
اذا كان القریر + ۷5:۳0 » عاطاء فاننا تبر هخ ذلك بالصورة : 
xe S:P(x)]‏ ۷] ~« وهذا يعني أنه چت عا الأقل 5 بحيث أن («)م تقریر حاط » وهذا 
القع يكن او تسه متیا بالشكل : نحي اعد ای أن : 


۳۳ د .w~[VxeS:P(x)j=3xesS‏ 
(۲) نف التقر پر (۲ 5 3265 . 
إذا كان التقرير 5۶00 3×68 خاطاً» فاننا نعبر عن ذلك رمزياً بالشكل : 
500 د 3<65]ه؛ وهذا يعنى أنه لا يوجد عل الاطلاق ×٤5‏ عيث أن (#)ظ تقرير 
ا : دا فإنه مها يكن ×٤5‏ فان ۳00 تقرير خاطي* ؛ وهذا التعبير عکن أن 
ركه وكيا با بالشكل : (×)۴~ہ :5 ۷ ۰ أي أن : 

P(x)‏ د :6۵ ۷ جح [()۳ 3 مع 3 ]نم, 
استنادا الى اللاحظتین را > رس نکون قد برهنا صحة النظرية التالية : 
نظرية (۲--۱) 


xeS 3~ P(x) (1)‏ ذه xeS:P(x)]‏ ]م 
xes: ~ P(x) (Y)‏ ۷ جه v~[3xeS3P(x)]‏ 


مثال (۷-۲) 

007 5 هی محموعة الأعداد الشف . انق کل من التقاری الا : 
)عد داعرا لقعم (۲) *—= عع 3 

(۳) دح ۵:61 عع ۷ 2-5١‏ + د 5 ۲6 1 


۳ 


لحل 

(۱) || 3 3ع 3 < 3~(|x| =x)‏ 65 3 > [عد- |65:۱7 ۷] م 

#x )۲(‏ 6:۷2 ع+ ۷ (x= x)=‏ م :8 ع بر ۷ [مر < 2و 28 3 ] سم 

0 >[ ديرد 3قعع 3 حت زر <4+1) مد 5 ع 3 < [ بر < 1 + :6 ۷ ]م 
(5) دعو 2 + :8 ع ۷ (برح 2 + )د :قعل 2 [ع 2 + عر ۲655 3] م 
تعریف (۲--۳) 


ع: 21 ۷ جه ISS‏ 

مذا ویقال إن 7 مموعة جزئية فعلية من انجموعة 5 إذا کانت 75 . 
سؤال 
متى تکون المجموعة 7 مجموعة جزئية غير فعلية للمجموعة 5 ؟ 
تعریف (4-۲) 
تقول عن مجموعتين ۸ ۰ 8 انیا مصاویتان ونکتب 4-8 إذا كانت ۸8 و8۸4 اي 
آن ۰ 

۸ هام ( > ۸4)جه 8 ع‎ > A) 
)۸--۲( متاك‎ 
1, 6, 5, 2(  ۸4<)6,1,2,5( تام تا هي رقم العدد ۱652 فان 8 دم لأن‎ 
. وواصح آن 4 و 9۸ وبذلك یم التساوي‎ 
)۲--۲( نظربة‎ 
الجموعة الخالية ¢ محتواة في في اي حموعه اخری مها کانت ۽‎ 
الرهان‎ 
لتفرض أن 5 عسرعة ما ولنبرهن أن 45 من اجل ذلك نکتب‎ 


5 مل ع 3 ح 3 و ۵ 


۳۳ 


وحت أن ۵ محموعه خالية فان وجود العنصر × مستحيل وبدلك يصبح الفرض 
5 خاطنا ۰ وبالتای يحب أن تکون 8 م . 


الحموعة الخالية © وحدة . 

البرهان 

لنفرض أن ,۵ مجموعة خالية بحيث ۸,4 ولثبت بطلان هذا الفرض كا یل : 
إن (۱) ,45# لأن © محموعة خالية وفق النظرية (۷۲--۲): 

وكذلك (۲) 4,54 لان ,۵ محموعة خالية وفق النظرية (۲-۲) 

من (۱) ۰ (۲) نخد أن درق وفق التعریف (8-۲). 


عارین (۱-۲) 
۱ اقب عناصر کل من احموعات الاتية 
() احموعة الي عناصر‌ها حروف الکلمة «فلسطین» 
(ب) امحموعة الي عناصرها آرقام العدد «20501) 
(ج) امموعة الى عناصرها الحواس الخمس 
رد (* احد أركان الاسلام |×) 
(ه) x‏ جدر حفيق للمعادلة 1-0 + 2 |عر) 
© اكب كلا من انحموعات الاتية بدلالة الصفة الميزة لاص ها : 
(۵ (9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4) -4 (ب) (25 ,16 ,9 ,4 ,1 = 8 


(ج) (... ,12 ,9 ,6 ,3)ع (د) ع( السعودنة > الاردن #اسورها » الکویت 6 تركيا + 
ایران ) 


(۳) اذا كانت (4-10,1,2,3,4 فأوجد |8| في الحالات الانة : 


)( S={x|(xe A) ^ (2x —4=0)} (i) S={x|(xe A) ^ (2x > 4)} 
(ii) S={x|(xe A) ^ ) +1 > 0)} (iv) S={x|(xe A) A (x* =0)} 
۷) S={x|(xe A) ^ (x ((0-ع-‎ (v1) S= {x|(xe A) ۸ (2x +1 S0)} 


۳٤ 


)5١‏ أكتب كلمة صح أو خطأ أمام كل مما يأني مع التعليل نس 
{x}‏ بها ا (iv‏ تیاعر (i) 0۵ (i) ۵۱0 (i)‏ 
x= (xj  )۷( (EUX, (vi) )1( 611, {1}}‏ (۷) 
(viii) {ela —2«+1=0}= {x|x—1=0} (ix) (Lm, ¢ (mu)‏ 
إ0 = (x) {x|2x* - 5x +2=0} = {x| 2x - 5× + 2x‏ 
(ه) أي من العبارات الاتية تحدد مجموعة مع التعليل ؟ 
(أ) مموعة الكلات الصعبة فى اللغة العربية . 
(ب) مجموعة النازل الجملية في مدينة الرياض . 
(ج) مجموعة الأعداد الطبيعية الواقعة بين العددين 7 + 105 . 
(د) مجموعة الأعداد الكسرية الواقعة بين العددين 1 » 2 . 
() أذكر ما إذا كان کل من التقارير الاتية صائياً أم خاطتاً : 
وأ مها يكن العنصر × من مجموعة الأعداد الطبيعية ۸۷ فان 1>0- . 
(ب) يوجد مثلث ا من مجموعة الثلثات 7 بحيث يكون ار حاد الزوايا . 
(<) مها كان العنصر 2 من مجموعه الأعداد الزوجية 5 فانه لا يكون عددا فردياً . 
(د) بوجد عدد ‏ من مجموعة الأعداد الطبيعية ۸ نحيث یکون د عددا ولا 
وزوجا . 
(۷) استخدم الرموز الرياضية ركلا آمکن ذلك) للتعبير عن كل تقرير ورد في القرين )١(‏ . 
8 آنف کل تقرير ورد في شین (") . 
(9) أنف کل تقرير ورد في القرین (۷) . 
رم اذا أعطينا التقریر : ۸ 11:۷< 5+ × » فأ کتب المجموعتين ,5 » رک حیث یکون کل 
عنصر في ,5 یجعل التقریر حاطا ينا كل:عنصر في د5 يجعل التقرير صاثبا » علما بأن ۸۷ 
حموعة الاعداد الطبيعية . 
۴ه مجموعة القوة Power Set‏ 


تدعى مجموعة كل انحموعات الحزئية لمجموعة ما 5 «مجموعة القوة» ويرمز هما بالرمز (5)م . فثلا 
اذا كانت [6,8,6] =5 فان مجموعة الفوة ها هي : 


p(S)={%, {a}, {b}, {¢}, {a,b}, {ae}, 8 e}, S} 


۳۵ 


ملاحظات 
(۱) لاحظ أن عناصر مجموعة القوة هي مجموعات أي أن (5)5 ,...,(10 ,۵ » في حين 
أن PAA gS‏ . 


(۲) من الملاحظة اچنا ان نعرف مجموعة القوة مجموعة ما 7 كا يلي : 
۱۸۱471( 2)7 


(۳) باستخدام اللاحظة (۲) نستطیم أن نکتب الجدول الآز 





۵. )(( 


)۵, {a}, {Db}, {a,b}; 








{Plas ۰ .„ {abc} } ا(‎ 8-23 | 

| ۵:1 [+ E .„ {a,b,e,d}} 16= 4 

از | 4,1 . d2‏ و ب ۵ LR‏ 8 +۱ 4 
مثال )٩--۲(‏ 


اذا کانت 8 محموعة ما محیث BE‏ فاثیت أن “ود لقان . 


الحل 

عناصر المجموعة (5)م تتكون من جميع المجموعات الحزئية للمجموعة 5 أي أن : 

(25 2)5(<)۸۱۸4 ۰ ولا كانت المجموعات الحزئية الحتلفة للمجموعة 5 هي کا بلي : 
مجموعة جزئیه واحدة خالبة من العناصر هی ۵ 3 


حموعات جزئیه کل ما مکون من عنصر واحد وعددها -ه-(؟) 





n n(n — 1‏ 
مجموعات و ما مکون من عنصر بن و عد دها a‏ 


E EEE‏ ارف IO‏ و كا كرا برد اک لون ی يها ارو ون بر و را د دی لل بو انها مدي ای و و ی و ب ورد وال كم ean a E as‏ ووه ور 


_ (7+1-). داهم 
LF‏ 


حمو عات جية کل ر ما مکون من 1 عتص | و عد د ها ا 


۳۹ 


فمن الواضح أن ا(65م۱ المجموع الكل البجبوعات المعة الع 8 اي آن ؛ 


rs =1+ (7 )+(5)+. + ۳ + 


حس نظرية ذات الحدين بي دد 


هناك طرق آخحری لاثبات المطلوب في الثال .)٩-۲(‏ 


؟" 5" العملیات على اعموعات (جير احموعات) Algebra of Sets‏ 


الأاغاد Union‏ 
اذاكانت (4 ,3 ,2 ,5-11 . (3,4- ,2 ,1-)-1 فان إتحاد احموعتین 5 › 7 ویرمز له 
الرمز 7۶دک (يقرأ 5 اتحاد 7 ) عبارة عن أصغر محموعة تحوي كلا منهیا أي أن 

(3- ,1- ,4 ,3 ,2 ,1) 7دک لاحظ أن SESUF‏ وأن قت" . 


تعریف (۲--8) 
اذا كانت 4 . 8 مجموعتين فان انحادهما هو احموعة ۸۵8 العرفه كا بلي : 
v(xe 8(١‏ )4 :)۱۱ < 8 دا ۸4 


ويمكن تعمم هذا التعریف لیصبح على على الصورة : 


اذاكانت ,4 , ...۸ .4 مجموعات مفروضة فان اتحادها هو المجموعة المعرفة كا يل : 


AAR‏ الوك اق نا 
={x|l(xe A4,) v (xed 2)v...v(xeA4,)}‏ = 
={ix|3iaxeA4,, n> i> 1(‏ 
التقاطع Intersection‏ 
إذاكانت (2,3,4 عا ه3 2 با بت اجموعتين 5 ع 1 ويرمز 
هد ايعيي أن 31 ب من جمیع العناصر ی ین 5 ¢ 1 


۳۷ 


تعريف (۲-۲) 
إذا كانت 4 ۰ 8 مموعتین فان تقاطعها هو المجموعة ظ المعرفة كا يل : 


ANB={x|(xe 4)^ (xe B)} 


هذا ويمكن تعميم تعريف التقاطع ليصبح كا يلي : 
اذا كانت A,‏ و... و42 ورك مجموعات مفروضة فان تقاطعها يعرف كا فض : 


A= 4۸۱۸۵۰۰4,‏ \( 
زلم4 عدا =fx|(xe 4,)a(xe A,)^...^‏ 
=fx|VixeAd,, n> i> 1}‏ 
ملاحظة 
يقال عن مجموعتين ۸ ۰ 8 إنها منفصلتان اذا واذا فقط كان ۸8-4 


۷۴ المجموعة الشامله (الكلية) Universal Set‏ 


إذاكانت 5 محموعة ما فان أية محموعة ۸ تحقق الشرط 52 يمكن اعتبارها حموعة شاملة 
باللسبة للمجموعة 5 ٠‏ ویکن تعمم ذلك کا يلي : 
إذا كانت ,5 رو5 مرک محموعات فان آية محموعة 1 تحقق الشرط 8 ,5 دا . 
اکر تایا عة طائلة اة انیس بات meg‏ ۱ 
مثال (۱۰-۲) 
5 اذا كانت (3 ,2 ,۸4<)1 فان 4 نفسها » (4 ,3 ,2 م81 ea‏ بقرة RST‏ 
كلها صا حة ناسین رتیت شاملة بالسبة للمجموعة ۸ 
(۲) ادا كانت [4,6]- ,4 ۰ ()<و 4‏ ( )=4 فان ومن ي4 نايك › 
CÎ‏ اريم bil‏ ويه ۰( حرف من حروف اللغة الإنجليزية 2) -8 کل 
ما يمكن اختيارها لتكون مجموعة شاملة بالنسية للمجموعات و4 ريك ,,۸ . 


إذا اختيرت المجموعة الشاملة فیجب تلبیتها في السألة الواحدة . اذ لا يحوز اختیار أكثر من حموعة 
شاملة في السالة الواحدة . 


۳۸ 


Complement of a Set یه (مجلة) حموعه‎ ۸4 


اذا كانت (4 ,» ,6 ,ه) =۵ وكانت (ء ,ط) =4 فان المجموعة (4 ,8-4 تدعى متممة 4 
ا السسوعة ۵ ویرمز فا پالرمز “هد أي ا ارسي , لاحظ أن : 


)1( 42ح "۸4 دا۸ ۲۱ ۵ < ۸46۸۲ 
تعریف (۲--۷) 


ان متممة حموعة ما 5 بالنسنة لمجموعة شاملة © تعرف كا يلي : 


5 < (ع)|:<)‎ ^ (x¢S)} 
)١١ مثال (؟‎ 
اذا كانت (2- ,1- ,2 ,2-11 فأوجد متممة كل من احموعات الاتية بالسية للمجموعة‎ 
: © 
û) )1,-1( ©60141.22-2( (2)ن(1-)(ننة‎ 60 )2()2 -2( 
)۷( © (vi) 02 
امحل‎ 


(2- 1= ((2]ن(1-)) ق (1-)<(2- 2 ,1) i)‏ (2- 2)< (1- 1{ (0 
(iv) )12(6/2, -2(( ={1, -1, -2( )۷( ۵-60 (vi) 2-۵‏ 
تعريف (۲--۸) 
اذا کانت ۸ ۰ 8 محموعتین فان الفرق بين ۸ ۰ 8 (أو حاصل طرح 8 من 4 ) يرمز له 
بالرمز 8 - 4 ویعرف كالاتي : 
A-B=({x|l(xe ۸۸( ۸۶ (۱‏ 

فال ز ۲ ست ۱۲) 
اذا كانت (ء ,ط به4-1 ۰ (ء ,5) -8 فان : 

. )۸—۲( وفق التعريف‎ ۰ 4-8-)»4( )١( 

(۲) #-( )ع4 -8 ۰ وفق التعريف (۸-۲) . 


۳۹ 


مثال (۲--۱۳) 


. A—-B=AnB' 


اخل 


وفق التعر بف A-B={x|(xeA)a(x¢B)} )8 15١‏ 
لأن '[ ععرحه 8 # ع A)a (xe B')}‏ عع )|ءا! - 
تعريف )٩--۲(‏ 


فرق الفاظري موعتسن ۸ ۰ ظ پرمز له ازمر 4 یر 4 وا ۵ ) ویعرف لاق + 


((ل BAX‏ 6) ۷( ۸۱ ۸ )۲۱ > ۸ ۸ 
أو })4 -{x|xe(4-B)vxe(B—‏ 
أو A)‏ )ان( 4م)- 


)١4( منال‎ 
7 فان‎ B={n, P, 5 A=, Mm, Rn, 91 إذا كانت‎ 
AAB=(A—B)u(B— A4) 
= {1, m, t}u{p, 5( 
ت‎ 111 ِ 4 5 
سژال‎ 
هل ۸ ۵ 8-8 ۵ ۸ ؟‎ 


Venn Diagrams اشکال قن‎ ۲ 


جون قن عالم رياضي انجليزي  ۱۸٤۳(‏ ۱۹۲۳ م) . وهو أول من استخدم الأشكال لقثيل 
احموعات؛ وقد ساعد استخدام الاشکال في تصور وإدراك وتذلیل كثير من الصعوبات فما يتعلق 
بنظرية احموعات . غير أن استخدام آشکال قن في برهنة النظریات غير مرغوب فيه » لوجود 
طرق افضل وأدق في التعبير وإنما يكتق باشکال فن للتوضیح فقط . 
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اطع مر كنس ان شاط 
سنا سا 
b‏ 


مان اکا بدا و مستطیل و نم للك ٠‏ فلا اذاکانت ۱ S={a, CF‏ فان شكل قن 
الدي يمثلها هو : 





ویستخدم الشکل الستطیا ی تسه اه 8 لا هي امسر 
الحزئية على فک آشکال بيضاوية او داثرية داخل هذا الستطیل 


مثال (۳۲--۱۵) 
اذا كانت (6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,8-1 ۰ (2 ,۸<)1 ۰ (3 8<)2ظ ۰ (5 ,4 ,3)< فانه 


عکن کشا ذلك نالشکل (۲--۱) 





شکل (۲--۱) 


مثال (۱۲-۲) 


اذا كانت احموعات 0 ۰ ۸ ۰ 8 ۰ € کا وردت ف الال (۲--۱۵) فاستخدم اشکال 
فن لتوضیح كل من : 


۸۳ )ئ(‎ 0-5 )۳( ANB )۲( AUB (\) 


5:١ 


بل 
ان الأجزاء الظللة في الأشكال (۷--۰)۲ (۲--۰)۳ (۲--۰)84 (۵-۲) توضح 


الطلوب على الترتيب . 





شکل (۲--4) 


۷۰-۲ حداول الانتماء 


تمرف جداول الانتماء بطريقة مشابهة تماماً للطريقة التي عرفت بها جداول الصواب (الحقيقة) 
في باب النطق . فإذا كانت 54 محموعة مفروضة وکان × عنصراً ما » فاما أن یکون 5ع 
والا فان #5 ونعبر عن هذا (اختصارا) باحدول 01_89 . واذا كانت ,5 » و5 حموعتین 
مختلفتين وغير خاليتين » وکان × عنصراً ما » فان الجدول (۲--۲) یصف الاحتالات المکنة 
لانتماء هذا العنصر أو عدم إنئائه للمجموعتين,5 ۰و5. 
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جدول (۲--۳) 


هذا ويمكن تعمم هذه الفكرة لتشمل أكثر من مجموعتين مختلفتين . والآن لنتشي جداول 
الانتماء الخاصة ببعض العمليات معتمدين على التعاريف الأساسية لتلك العمليات . 


جدول الانتماء لعملية الانحاد محموعتین ۸4 » 8 مبين في الحدول (۲--۳) . 


ثانا : 
جدول الانتماء لعملية التقاطع لمجموعتين ۸ ۰ 8 مبين في الحدول )٤—۲(‏ . 





جدول (۴--۵) 





ِ 


)۷--۲( رسام جدول‎ Hee 


الغا : 

جدول الانتماء لمتممة مجموعة 4 بالنسبة محموعة معلومة مبين في الجدول (۲--۵) . 
رابعاً : 

جدول الانتماء للفرق بين مجموعتين 4 ۰ 8 مبين في الجدول (۲-۲) . 


۳ 


۳ 


خامسا : 


حدول الا نتماء للفری التناظري جموعتين 4 ¢ B‏ مبين في الحدول (۲--۷) . 


ملاحظات 


)۱( يمكن استخدام العددین | > 0 عوضا عن الرمزين © ۰ ¢ على الترتيب في جميع جداول 


الا نتماء . 


(۲) لاحظ أن جداول الانتماء مبنية على اسا لتعاریف ۰ وبالتالي يمن المکن اعتبارها 
صالحة كتعار يش للانحاد والتقاطع TE‏ الخ . 
(۳) إن جداول الانتماء وسيلة ناجحة وسهلة جدا في برهنة كثير من النظریات التعلقة 


باحموعات والعمليات عليها . 


1١١5‏ بعض الخواص (النظريات) افامة في جير احموعات 


بفرض 4 ۰ 8 ۰ © مجموعات جزئية من مجموعة شاملة © + يمكن بسهولة برهان الخواص 


(النظريات) الآنية : 


خاصة اللاتمو 4 حت ۸ رح ۸4 
خاصة الابدال رمق ع قرح ار 
خاصية الدمج AN(BNC)‏ = عم زوهمم) 
حاصه التوزيع An(BuC)=(ANB)u(ANC)‏ 
۸۵-9 

4 ع- 6۵ج 4 

6 = (۵ 

ع ۸۸ 

فانونا دومورجان . . . A'uB'‏ ع (ANB)‏ 


(i) AuA= A (1) 
(i) AuB= BUA (11)' 
(iii) (AuUB)JuC = AuU(BUC) (111) 
(iv) Au(BNC)=(AUB)JNMAUC) (Iv) 
(v) ۸۵ = A (v)' 
)۷[( 42-02 (v1)' 
(vii) O ع‎ )۷1۱( 
(vil) )۸( ف ع‎ 
(ix) AuA =0 (1x)' 
(x) (AUB) = A'nB' (x) 


(ui) ط ج- ۶ ع ام‎ CA 


(بفرض آن ۸ ۰ 8 محموعتان قر خالیتین و 8 4) 8-۸۰۰۰ 4-9 نی 


(xiii) ۸ 8۸ 


والان لنيرهن الناصة (1۷) والتى تنص على أن عملية الاتحاد نتوزع على عملية التقاطع ۰ تارکین 


لبقیه كهارين للقاري . 


٤ 


طريقة أولى 
وفق تعريف الانحاد C)}‏ م v xe (B‏ )4 ع )| ! AuU(BNC)=‏ 
وفق تعريف التماطع ((6 ععدم 6 ) ارك عع )|! - 
={x|[(xe A) v(xe B)] ^ [(xe A) v (xe C)]}‏ 
لأن أداة الر بط ۷۱ نتوزع على أداة الربط (۸). 
وفق تعر بف الاحاد ((6 ب ={x|xe(Au B)Jaxe(A4‏ 
وفق تعريف التقاطع (A u C)‏ ^ زه u‏ م) - 
طريقة ثانية 
باستیخدام جداول الانتماء نجد أن : 


0 نم زه ن4) آن صقان هآ ممع | نم ون مه 
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ع ج ع € ع 6 | ۶ | خ 
E €‏ 2 € © | ۶ | ع | ع 
€ ۱ 3 € ع | © #1 | ع 
fg :‏ : ع ¢ أي | ع 
ع ع Eë€ = = E‏ ع ۱ ¢ ظ 
ع ع ع عه | | 6 | #۶ 
۴ 5 € ¢ | |ام 
اا ۴ ۱۴ ۱۶۱۴۱۶ 
جدول (۲--۸) 
تمارين (۲--۲) 
(1) بفرض ((5<)1,)1 عين العبارات الصحيحة والاطة معللا اجابتك : 
(Y) ] 5 ۱۱‏ 11۳25 5 كرح 11 (o) ۵65 (f)‏ 5 - م 
O‏ (08ع4 ۰ ۲( لقره © Sep(S) )۱۰( 55 )9( 55 Aj)‏ 


|۵|<|2)۵(( )۱۶( (فامع((1))‎ (IF) {Ujj ع‎ ۵ )۱۲( )11(( 5 (11) 
SSS )۱۷( {Q}ep(S) (1%) {%} c p(S) )١8( 


٤ت‎ 


(( 


(۲) 


۹39 


(0 


(1) 


2غ 


(۸) 


0 


إذا كانت (۸<)1,2,3,4,5 ۰  8)-2,-1,1,2(‏ (1,4- ,3-)-6 فتحقق من 
صعحه جي الخواص عمف الواردة 5 الل )5 ست 1 ۱( معتيرأ الجموعة الشاملة 
هی BUC‏ دا ۸ <- ٩0‏ 

إذا كانت ۸4 ۰ 8 ء © كنا في القرین (۲) فاستخدم آشکال ن لقثیل احموعات 
الاتية : 


)1( ۶ د ۸ (O)‏ لیا( 4۸ ©( غحك (SY‏ ناج )4 
(۵) ()ب8)م4 (5) 6 ۵۱4 زه مه (0۷ يرن 4 BARO N‏ 
©( ۸ (۱۰) 8-6 (۱۱) ۶ ۸ ۸4 


باستخدام التعاريف فقط ات صحة جمیع الخواص من () -- ل(لناب) الواردة في 
الیند (۱۱-۲) . 

ات صحة جمیع اخواص ال كورة ی البند 99ب 11 مستخدما جداول الانتماء کلا 
أمكن ذلك 


ادا كانت 4 » 8 ۰ © مموعات جزئية من مجموعة شاملة © » فرتب امحموعات 
الاتة بحيث تكون كل واحدة منها محتواة في المجموعة التى تليها : 

O, AUB, ANB, B, AUBUC, ANBNC, ۸‏ ,اه ,ف 
بفرض 4 ۰ 8 66 کا في الفرین 3 برهن صحة کل ما ای مستخدماً اراس 
الواردة في البند (۲--۱۱) [أي الطلوب الاثبات دون اللجوء إلى استخدام التعاریف أو 
حداول الانتماء ] . 


(AnB)u(ANB')= (AuUB)n(AUB')= A (۱) 
[A'n(AuUB)J' = ۸4 ان‎ (۲۱ 
[A'n(BAC’)]' = )۳( 

(ANB)NM((A' N B')= Q (5 


بفرض ۸4 ¢ CE, B‏ کا ٩‏ ی القرین 9م ات ان ۰ 
(AAB)JAC=AA(BAC)‏ 


٤٦ 


۹ انسان مسا اد 4 
:د إنسان أمي B= {x‏ 


3 انسان عمره يزيد عن ٩۳‏ سنه | # ادع 


(أ) ثم تتکون الحموعات الاتية : 
م42 (iv) BUC  (v)‏ "6م86 (iii)‏ ظصه (i) ۸ (i)‏ 
(viii) © (ix) 80 (x) (BNC)‏ یه (vi) A'u(BNC) (vii)‏ 
(ب) استخدم أشكال قن لتوضیح الفقرات الواردة ى الفقرة (ا) . 
(. اذا کانت ,۸ : و4 ۸,۰۰۰ حموعات جزئية من مجموعة شاملة © فاثبت أن : 


(U (۸ (0)‏ ۽ حيبت اوه و بح ] 


. 1 | J 


(ب) :۸ لا - )4 0 > حیت یر یز اعد[ 


۲ 
ح ز‎ ] ië f 


(ج) هل يصلح ما جاء في الفقرتين (أ) » (ب) لأن يكون تعميماً لقانوني دومورجان ؟ 


Sets of Numbers اللمجموعات العددية‎ ۱۲-۲ 


اولا ۱ 
مجموعة الأعداد الطبيعية وسترمز ها بالرمزر ‏ 7 أو „(Natural numbers ) N‏ 


وسمی آیضا مجموعة لا عداد الصحيحة الموجبة ( Positive Integer numbers‏ ( وهی آقدم 
الأعداد است‌خد‌اما . 
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ثانيا : 
مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة ( Negative Integer numbers‏ ) ونحصل علما من +2 
بضرب كل عنصر من عناصر *2 بالعدد ( 1- ) وسترمز لها بالرمز 2 أي أن : 

1 3= ,2 بإب = 8 


1۷ 


الغا : 
جموعة الأعداد الصححة ( numbers‏ 1016207 ) وسترمز ھا بالرمز 2 ونعرفها کا يل : 
*#ن(0آإن مع 7 

رابعا : 

مجموعة الأعداد الکسم ية (أو النسبة 5 القياسية : Rational numbers‏ ( وسترمز 
امومع ورام[ a=» (x=‏ 

خامسا : 

مجموعة الأعداد الحقيقية ( تنج 6۵1 ) وسترمز لها بالرمز 5 وهي جموعة نحوى ماما 


المجموعة 0 0 خوى أعد اذا آاحری مثل J) © ¢ FT‏ ع العدد السیری) واحدور الصم (مثل : 
51 2 ) ه دصته عامه فا ما مكو نة هن چ الاعداه ال یک. ۰ اا عا 


سن بيد ار yT‏ مجمر TF‏ ند تبي 
×0× کا آن آبة نقطة من قاط هذا المستقم يقابلها عنصر في 2 . 
سادسا ۰ 
جيهب عه تون اد اطر کبة (أو العقدرة : Complex numbers‏ ( وسرمز ۳ بالرمز 9 7 حمو عه 
نحوى ماما احمو عة ۹ ایک تعریفها کا با دي - 
[(x, ye R)^ (= — 1)}‏ مر + ex‏ (ر یم ]| (ر {(x,‏ ع 
(۱) بفرص لا + 40 + ۲ ۰ ۲ نا تقس المدلول الموضح ٤‏ حاله شم 4 72 يكون 
نينا : 
(ii) R=R ۹ 7‏ * ۵0۵۵ © ع ) )1( 
۳۱ سنعرف 2 5 بل : 0۱- 7< 7۴ وكذلك الال بالنسة للمجمو عات GH‏ + 
LU" ۳‏ 
(۲۳) تقد 3 توسيع مجموعة الأعداد ' 2 إلى المجموعة 7 نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 
الشکل : ۲+20 
(4) لقد ثم توسیم مجموعة الاعداد 2 إلى الحموعة © نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 


الشكل : 2242-1-0 


۸ 


(ه) لقد تم توسيع مجموعة الأعداد © إلى المجموعة ۴ نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 
الک : 2-2-0 

() لقد تم توسيع مجموعة الأعداد 8 إلى المجموعة © نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 
الشكل : 0-<1-+ 72 

(۷) سمی المحموعة إ0)ل ”£ مجموعة الأعداد الكلبة ( Whole numbers‏ ( ۳ مجموعه 
الأعداد الصححة غير السالبة ( Non-negative integers‏ ) . 


(۸) اد 
لاح شاه ا ح 7 ۱۷ - ۲ 7 
٩۳۳‏ میدا الثنو بة (آو الاز دواجیة) Duality Principle‏ 


ينص هذا المبدأ على أن صحة علاقة ما تقتضی صحة علاقة آخری » شر بطة أن تکون العلاقة 
الثانية ناتحة عن العلاقة الأولى بعد الاستعاضة عن کل اشارة من الاشارات الاتية بالاشارة الثنوية 
لا » وکل محموعة باحموعة الثنوية ها : 





الأشارة أو انحموعة | ©( © ع | عه م | 4 | 0= احموعة الشاملة 


نويتب ¢ دإ د|م| |۱۸ = الجموعة الخالية 





قات ۷۷۲-۷ 


أوجد ثنوية كل مما يأني : 


An(AuB)= A (1) (AuUO)Ju( 4۸۵۸ < 02‏ )1( 
ANn(BUC)=(AnB)u(ANC) )1۷( ACB +AUB=B‏ )11( 
الحل 
۵ ع زنيب ”4 )مرقص 4.) )1( “قم A'vu(A'NnB')=‏ (۱) 
"لاح وج جه و د ۸ liv)‏ ('6 قاد( لب ) ع عم )تن ۸4 )11( 
مثال (۲--۱۸) 
ات صححة العلاقات اة 
0 - زم شاب (ل؟ب4) )1( A‏ - زرب ۸6۱۸ (۱) 
يح ۱۳۱۵۵( ۳۳۱۵ (lv)‏ << رطمطابط (۱۱۱) 


1۹ 


امحل 


(لآن م تتوزع على ن) (i) A^N(AUB)= (ANA)u(ANB)‏ 
Au(ANB)‏ = 
AJ)‏ مع ۸6۱۱۳ ) و ب 
jÎ)‏ ©ع4ممعهصل ) 2-0 - زوم 4ران (وب4) (ii)‏ 
0 


هذه العلاقة صحيحة لأنها تطابق تماماً العلاقة الشنوية العلاقة الى أثبتتا (iii)‏ 
صحتها في الفقرة (ن) » [آنظر الثال (۲- ۸۷ الفقرة (0]. 
وبا لمل هذه العلاقة صحيحة لأنها تطابق تماما العلاقة الثنوية للعلاقة (iv)‏ 
۴ اثبتنا صحتا في الفقرة (1) [انظر المثال )١171(‏ الفقرة (6 ] . 
عرین 
زا کات ثنوية کل من (i) 4.^(BuC)=(408)u(40C)‏ (6نظ)ب4 (AuB)JuC=‏ )( 
(ب) بفرض أن کل من العلافتین () : (() صحيحة » استخدم مبدأ الثنوية لاثبات صحة 


(AnB)J¬C=AN(BNC) )١( 
Au(BNC)=(AUB)rn(AUC) (YT) 


۳۲۲۱06۱0۵16 of 


۱۶-۲ هذا الاستنتاج الرياضي Mathematical Induction‏ 


النظریات والسائل الى تتعلق باعداد صحيحة موجبة » فعلی سبیل الثال لو طلب منا اثبات أن 
التقرير الاي صائب . 
1 
تعيب .+ 1+2+3444= رم 

فاننا نلاحظ بالتجريب أن التقرير (۳۷ صائب من أجل 2,3,۰۰۰,20 ,۸-1 مثلاً ولكن هذا لا 
يسمح لنا مطلقا بأن تقول إن التقرير ()5 صائب من أجل ۸<20» لأن مثل هذا الادعاء هو 
جرد حدس لا یصح قبوله رياضيا ما لم تؤيد صحته بالتجريب (وهذا أمرلا ينتّبي) أو بالإثبات 
بشكل منطتي . وفذا فقد توصل الرياضيون إلى نظرية هامة تعرف يبدأ الاستنتاج الرياضي : 
بستند الباءق برهان صحة شل هذه السائل الرباضية . 


0 + 


نظرية (۲--۳) 
اذا كانت “24 - 5 محقق الشرطين التاليين : 


5 ع 1 )1( 
19+ جد 5 ع )2( 


فان ۰ * 5-7 


الرهان 
لنفترض أن 5--+2-2 فيكون امامنا حالتان لا ثالثة ها : 
الحالة الأولی ۰ وك وعندها تكون التظرية ضححة لآن ودج > *5-2 . 
الحالة الثانية : ۵ وهذا يعن أن 5 محتواة تماما في +2 أي أنه من المکن أن بوجد عدد 
واحد عل الاقل في *2. لا بای الى 8 . وعلینا آلا آن نين بطلان هذا الادعاء . 

لنفرض أن 7+1 هو آصغر عدد صحیح موجب ينتمي إلى 2 .فیکون 7+15 
حسب التعريش (۲۷--۸) وهذا يعني ان العدد الذي سق العدد 1 +71 مباشرة ينتمي إلى ذه اي 
أن 5 ولكن هذا يؤدي بدوره إلى أن العدد 165+" وفق تحقق الشرط (2) من النظرية 
وبالتالي فقد وصلنا إلى تناقض (حيث 1+ ينتمي » ولا ينتمي في ان واحد إلى 5 ) ومنه 
ستنتج أن الفرض في ال حالة الثانية بأن 04 فرض خاطی أي أن 2 يحب أن تكون مجموعة 
خالية ومن بم فان * 7<. 

و استنادا إلى مبدا الاستنتاج الرياضي [النظرية (۲--۳)] فإنه !دا اعطينا تقريرا ما 
(0)م حيث "۸272 فلکی نثبت صحة هذا التقریر يلزمنا التحقق من صحة الشرطین الاتین 
معا : ۱ 
اولا 
عندما 2-1 فان التقرير (1) صائب . 
ثانا 
اذا فرضنا أن التقرير (۳0 صائب من أجل ۰-۸ فان ذلك يؤدي بالضرورة إلى أن التقرير 
(1 +۳ ضائب ايضا اي ان : 

P(k) ج‎ (k +1) 

ملاحظات 
(۱) إذا لم یتحقق احد الشرطین فان 20 تقریر خاطي . 


۱ 


(۲) اذا أثيتنا أن التقریر (2)7/ صائب من أجل ۵ ح ۱1 (عرضا عن 1<) وكان رد الثاني 
متحققاً فان التقریر ()8 صائب من أجل جمیع قم " ال لتي تکبر او تساوي ۰ رای من 


اجل 6<« ) . 
مثال (۲--۱۹) 
ات صحه ما بل : 
+ع برا #للشطيك =+ ۰۰۰ + 3 +2 +1 2 P(n‏ 
اسل 
أولا : 


عندما 1--م فان : 


الطرف الأيسر من التقرير (5)1 ع | 

الطرف الأيمن من التقریر 1222-1-0 
إذاً الطرفان متساويان وبالتالي فان التقرير (1) تقرير صائب 
انيا ۱ 


عندما ۸2 نفرض أن التقرير ۳0 صائب ثم نثبت أن هذا يؤدي إلى أن التقرير (1+ ))۴ 
صائب ایشا أي نفرضص آن + 


k(k +1) 
2 





دع + ۰۰۰ 2434+ ][ تفربر صائثب 
نكيت آن ۽ 


(k + 1(])+ ۱(+ 1[ 


7 2 


س(1 جع ماب .عق 12 شري سا اشا 


باضافه العدد 1+ ا ۸ مباشرة) إلى ين ۳ 4 فان ليت 1 بسيو 


بالشکا 


انیا * 


k(k + 1)+2(k +1) _(k+1)lk +2] 1)[k +2]‏ ۴ ۳ ۳ شب )1 دنت 
2 2 


رل 


[1+(۰۳1(])6+1-) _ 
اا 


وبذلك تحقق الشرطان معا » وتم إثبات الطلوب . أي أن (۴0 تقرير صائب 762. 


الطرف الأيمن من © 


من الشرظط الأول نجد أن P(1)‏ قير باب وبجعل 1 في ثانياً ينتج أن P(2)‏ --(1 + )م 
تقرير صائب ومعل 2 -/ في ثانياً يتتج أن ن (3)ح(2)0+1 تقرير صائب وهكذا يمكن 
الاستمرار دون توقف بشكل منطق في إثبات أن التقرير (۳0 صائب مها كان +262 . 


مثال (۲۰-۲) 
الت صحة ما یل : 


7 رح م ۷ 8 ع ([1 -2) + 54۰۰۰ 34+ 21 ()۳۲ 


ال 
ول 


عندها 77-1 فان : 


الطرف الایسر من التقرير (0)ع-|ا 
الطرف الأيمن من التقرير )مد 12-1 


ویستح عن هذا آن التقرير (2)1 ضائب : 
انا : 
عندما ۸<۷ نفرض أن (۶)۸ تقرير صائب ونثبت أن هذا يقتضى أن التقرير (1 +206 صائب 
انها أي نفرص أن : ۰ 
(). ۶ب < (2-1) +4 ۰۰۰+ 5+ 3+ 1 تقربر صائب 
وثثیت أن 
و بلس از + یه بو قفا + سوب بل قزر مياه ایقبا 
واضح أنه باضافة العدد 1 -(1 + 206 إلى طرفي الساواة © فان الطرف الأيسر من © یصبح 
مساویاً للطرف الأیسر من © ,ا أن الطرف الأيمن من © بصبح بالشکل : 


2۳ 


1 +96+ 12 1-(1 +206 +2 
الطرف الايمن من © = (1+)- 
وبذلك تحقق الشرطان معا وبالتالي فان 20 تقر ر صائب *2 ۰۷6 


مثال (۲--۲۱) 


0+1 
P (n) 3+ 6+94 ۰۰۰ + 3 نشب‎ l_1: ۷ ۰ 





۲ :370-2 < (27-1) + 54۰-۰ + 3 + 21 (۱) ر 
احل 
(n): ۷۱7 7‏ ام تقرير خاطی لأنه O ۳۶ e‏ 

الطرف الایسر من التقریر . (),3<۳ 


في حين أن الطرف الأيمن من التقریر سے 1-1 قفا لد 
وبالتالي فان (2,)1 تقرير خاطي وبذلك لم يتحقق الشرط الأول من مبدا الاستنتاج 


الرياضي . 
2 :)روط تقر بر حاطي ونعلل ذلك بطريقتين : 
الأولی . 
عقارنة التقرير (22)7 بالتقرير ()2 الوارد في المثال (۲--۲۰) : نستنتج أن التقريرين متکافثان اذا 
واذا فقط كان الطرف الأيمن للتقرير (2)7 يساوي الطرف 7 للتقرير P,(n)‏ أى : 
د(2 -02-1()0)ه 2-0 +34 - n? - 3-2 +n?‏ 
( 2 = )۷ (1 = 1) جہ 
وحيث أن التقرير ()5 صائب فان التقرير () ر۶ يكون صائباً عندما [1,2) ۸٤‏ فقط . وبالتالي 
فان التقرير ۷۸٤2‏ :(7)د2 خاطي . 
الثانية : 
بالرغم من أن الشرط الأول من مبدأ الاستنتاج الرياضي متحقق أي أن (1): تقرير صائب إلا 
ان الشرط الثاني عم رجن فو وب أن P,(Kk)‏ صاب عندما )=۸ فسنجد أن هذا لا بقتضي 
ان التعرير ( P,(k+1)‏ صائب افيا أي بفرض أن : 


o4 


36-2-00 -(1- 26+ ۰۰۰+ 5+ 1+3 تقربر صائب 
سنشبست أن : 
]2)K +1(-1[= 3)) + 1(-2-2‏ +(26-1) +۰۰۰ +5 +1+3 تقریر خاطي 
اضافة 1-(26+1 ال طرفی 0 ند آن : 
لطرف الأیسرمن © يصبح مساویاً للطرف الأیسرمن © في حين أن الطرف الأيمن 
من 0 يصبح باک : 


5k - 1‏ = 1 - )1+ )2 + 3-2 
(3k +3)+ 26-4‏ = 
(2-)2 +(3)6+1 = 
الطرف الأمن من = 2-(1+ 3006 و (ما . تكن 1- k—2=‏ أي 


5 k=1 

وبذلك نکون قد أثبتنا أن (1+ ۶)۸ ٭ ()م 
مثال (۲- ۲۲) 
اثبت صحة المتباينة التراجحة) التالية : 


P(n)= 1<2" 2 ۷۱۰ 7 


لحل 


اولا : 
عندما 7-1 فان : 
ايف اسر من يت -۱ 


ينا الطرف الا ین من التباينة -20-2 

وینتج أن التقریر (۳1 صائب لان 1>2 . 
ابا 
عندما 7-۷ نفرض أن التقریر ۶)89 صاب ونت أن هذا يؤذي إلى أن التقریر (1 +6 
صاثب اقا وهذا متحقق لأن : 

خسب خواص التباینات . . . 12۶1+ ج 2۳ > 

لأن ‏ 2+12 ... ۰ 1>622+اج 

251 > 1 4ع حت 


تك 


(لاحظ أن اض رة للطرف الأيسر من المتباينة 0+*1>2 + هی 2 ۰ با أصغر قيمة 
للطرف الايمن من المتباينة نفسها هي 4) . 


استخدم مبدا الاستنتاج الرياضي لاثبات صحة كل تقرير فما بای : 








244 6 ۰۰۰ 4+ 2 1 +1) Vanê” (0) 

1 +4+ 7+... + (31-2) + ]7)3 - 1([ ne 90 

21584۰. )34-1(-+])3+1([ :VneZ* )۳( 

:VneZ” )5(‏ ۱ اب اوو هه 
)1 + )۱۱2 

)®( ۲ ۷۷۸6۶ : 2 لح ةرب ...+ 33+ 23+ 13 
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الباب الثا لت 
الضرب الدیکارنی للمجموعات ‏ العلاقات 


Cartesian Product of Sets — Relations 





۱-۳ الأزواج (أو الثنائيات) المرتبة Ordered Pairs‏ 


نعرف من افندسة التحليلية أن أي نقطة م من مستوى منسوب نحورین موجهين ومتقاطعين: 
FoF FOR‏ مشا > بکون لها احداثيان هما × » ر ونعبر عن ذلك بالرمز ((,)۳. يسمى 
((,×) زوجا موتبا » مركبته الاول (اليسرى) هي × » ومركبته الثانية (العنى) هي . ومن 
الواضح ان الزوج المرتب (×,ر) لا يساوي الزوج المرتب (ر,×) مالم تكن << » ومن هنا تبرز. 
اهمية الترتيب ف الازواج . هذا ويمكن ان يعرف الزوج الرتب باستخدام مفهوم المجموعة وذلك كا 
ل : 
تعريف ("؟ ‏ ۱) 
إذا كان 4» ۰ 6 عنصر ين من مجموعة ما فان المجموعة ((4,5) ۰ (4)) تدعى زوجاً مرتباً يرمز له 
بالرمز (4,6) أي أن 
(a, b)= {{a}, {a,b} }‏ 
واستنادا إلى هذا التعریف عکن البرهان بسهولة علل و کان 60:168 زوجین مرتبین فان : 
{c,d}‏ :۱۱6 زرط ,1 {a},‏ جه (a, b)= (e, d)‏ 

<< ۸ < 0 حه 
يمكن تعمیم فكرة الزوج (الثنانی) الرتب إلى ثلالي مرتب وذلك بان نعرف الثلاني الرتب على 
النحو الانی 

((a, b), ©(‏ ع (6 ,6 (a,‏ 
وبالتدرج (الاستقراء الرياضي) يمكن تعريف ١‏ مرتب (نوني مرتب) على النحو الاي . 


۱۵ كت #جوسوقيم ای‎ 3 RNR 


o 


تعر یف (۳--۲) 
إذا كان كل من (به ,...:,۵) » (ا,۰۰",رط) ۸ 57 فیعرف تساویهیا كالاني : 


1 :2,۰ ,۵ جه (, و ..., 


)6:.۰.۰., 4, =(P, 

Cartesian 

۳ ست ۱۷ الض ب الدیکار ی للمجمو عات Product of Sets‏ 

اذا كانت (1,2,3) <۰۸4 (0,0) =8 فان محموعة حاصل الضرب الديكارني للمنجموعة 4 في 

احموعة 8 يرمز له بالرمز 8 ×4 ویعرف كا بلي : 

A x B={(1, a), (1, b), (2, a), (2, ,(ط‎ (3, a), )3, 5(( 
: في حين أن مجموعة حاصل الضرب الديكارتي للمجموعة 8 في المجموعة 4 يعرف كا يلي‎ 
B x A= {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)} 

ملاحظات 

)١(‏ ان عناصر کل من انحموعتین 8 ×4 » 4 ×8 هي آزواج مرتبة » وکل زوج مرتب له 
مرکبتان الأولى (الیسری) منهما تنتمي دوماً إلى احموعة التي تقع يسار علامة الضرب 0 في 
حين تنتمى المركبة الثانية (العبى) إلى الحموعة الى تفع يمين علامة الضرب «*) . 

(۲( واضح أن ۸ x‏ 8 8# × 4 : لذن (1,a)e A x B‏ سِنا 4 Bx‏ © (۵ ,1) ما لم يكن 4-1 . 
ونستنتج من ذلك أن عملية الضرب الديكارتي بين مجموعتين مختلفتين ليست إبدالية . 

() لاحظ الفرق بين الزوج المرتب (1,4) مثلاً » وبين المجموعة إه ,1) » (47*1) حيث نرى أن 
(1 ,ه)عد(ه ,1) في حين ان (1,ه1-(1,24) . 

تعريف (۳--۳) 

يعرف حاصل الضرب الديكارق للمجموعة 4 في المجموعة 8 بأنه المجموعة 48 حيث : 

A x B={(x, (|) ع‎ 4) ^ (ye B)} 
)۱-۳( مثال‎ 
: اذا "كانت (۸4۸<)1,2 ۰ (2,3) < فان‎ 


(i) A4 x B= {(1, 2), (1, 3(, (2, 2(, (2, وفق التعريف (۳--۳) ر(3‎ 


5۸ 


(ii) 8 x 4- {(2, 1), (2, 2), (3, 1), )3.2(( )۳--۳( وفق التعريف‎ 
(iii) (A x B)n(B x A)= !)2,2(( 
(iv) AxBZB x A 


مثال (۳--۲) 


: ادا كانت (»,ا,6) <-4۸<8 فان‎ 
Ax در‎ 8 < ۸۸ < ۱6۵, aj, (Dj, (ye), (ba), (Bb; bJ}, (Bel, (E,2), (ED), (eye) 


ملاحظة 
في الحالة التي تكون قيا المجموعتان 4 ۰ 8 متساويتين يرمز محاصل ضريهما إختصارا بالرمز 42 
او 82 وأ 8 عات 9۶ ب 4-42 ۷ ۸-۸ عاقلات قرع ۸ 

إن حاصل الضرب الديكارتي محموعتین يمكن تعمیمه على النحو الافي : 

اذا کانت ,4 » 4 ,4.۰۰۰ محموعات مفروضة فان حاصل الضرب الدیکاریی لهذه 
احموعات هو بالتعریف امجموعة : 


فعا ع عا در فرك 3 | | د ۸ 


= 
میت‎ xJ E 4,a A(x, E A,))} 


n}}‏ 1 ات رع 1 را 3 وا و3 ص 


وی الخحالة الى تکون فما ,4= =ر4= 4 سنکتب "4 عوضا (عن ,۸ ×“ ×4 اي 
ان »×= هر . 


مثال (۳-۳) 
إذا كانت ۴ محموعة الاعداد الحقيقية فان "۴ هي المجموعة : 

} ۵68 |(يره ,-۰۰,وت) اد 8] ۰۰۰ R"=R‏ 
وهذا يعني أن كل عنصر من "18 مكون من * مركبة من الأعداد الحقيقية . وسترى مستقبلا 
أقفبة کرت ٭ اق تسس فقیاه ذا 8 بدا ود أن فاخا لیات ترش ات 
معينة ) . وبصورة خاصة عندما 7-2 فان عناصر المحموعة ‏ × 2-1 عبارة عن نقاط مستوى 
منسوب ورین موجهين ومتقاطعين . 
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عناصر الحموعة XR XR‏ 08 - 3 8 عبارة عن نقاط الفضاء الثلاني (الفراغ العادي) منسوب الى 
تلاته محاور موجهة متقاطعة . 


سؤال : 
احموعة ۸ يمكن اعتبارها فضاء ذا بعد واحد فاذا تمثل عناصرها ؟ 


مثال (4-۳) 
آوجد ق « ید اذا علمت آن العنصرین (+: برق ۰ (0,1) متساویان . 


الحل 
)نر - 2 جه (1 ,(۷(<)0 + ,نزح ع2 ) 


موه | 
1 < ۲ + 2 


مثال (۳--8) 
اذا كانت [3 ,2 ,1)<-( ۰ (2 ,۸<)1 ۰ }3 ,8=)1 ۰ (0<13 » فعين عناصر کل من 

: احموعات الاتية‎ 
() (A x (6۱) xX C) (1) (A x B)u(B <« C) )111( Ax 9 
(iv) (A x €2) (62 x C) 

الحل 
C)={(1, 1), (1, 3), (2, 1), )2, 3)}n{(1, 3), (3, 3((>))1, 3)}‏ <8)ح( (i) (4 x‏ 
(i) (4 x B)u(B x C)= {(1, 1), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 3((‏ 
SKS Sk 3((‏ فا 3E 3 U2;‏ ۲۱۱۲۷ 5 )<<( < لاد ن جرم ع م (111) 
Stl, 131 U. LELE ET‏ 
(iv) (A x 2)n(@ x C)={(1, 1), (1, >) SK ۸۱8 ۴ O2 1231١54 A A, SLI‏ 
((3 ,2) ,(3 ,1) )= 


مثال (-5) 
اذا کانت ۸4 ع ظ قفن مفروضتین فاك أن : 


(A < (6/8 x ۸ (<< ۵ جه‎ AN < ۵ 


8عطم A‏ عه أ :(ه #(b,‏ (6 ,واج ف ع ( 4 (A < (6) x‏ 
8 عم فر ae‏ ۰۷۲ و ن جم 
0 ع ]۲۱ ۸ جه 


۳-۳ عثل امموعة ۸×8 
اذا كانت (5 ,3 ,4-41 ۰ (4 ,8-142 فان 
Ax B=, 2( )1: 4 )3: 2( )3, 4( )5, 2( )5, (۱‏ 
انه يمكن غثیل انحموعة 8 × 4 بثلاث طرق موضحة كالالي : 
و 


العغثيل السهمي : 





وفيه نمثل كلاً من 4 ۰ 8 بشكل فن ثم نرسم أسهماً تنطلق من كل عنصر في 4 لتقترن 
بجميع عناصر 8 کا هو موضح بالشكل اجاور . 
ثانا : 
القثيل الحدولي : 

وفيه توضع عناصر انحموعة 4 في العمود الأيسر وعناصر المجموعة 8 في الصف العلوي 
م توضع عناصر ا«جموعة 8 × ۸4 ي بقية فراغات الجدول كا هو موضح ادناه . 


5١ 





نالف : 
القثيل البياني : 

ويستخدم عادة في الأشياء الى يمكن قياسها » حيث يكون في استطاعتنا تمثيل عناصر 
احموعة الأولى 4 على محور افق وعناصر المجموعة الاخری على عور رأمي يتقاطع مع الأول م 
مثل المجموعة 8 × 4 بنقاط الستوی الناتج من تقاطع احورین . 

والحالة الخاصة المطلوب تمثيلها بيانياً موضحة بالشكل انحاور حيث وضعت عناصر 4 
على احور × 0 وعناصر 8 على المحور 01 بم مثلث عناصر 8 × 4 بنقاط من الستوی10۷. 





4-۴۳ بعض خراص حاصل الضرب ظ ۸۰ 
(۱) اذا كانت احدی امحموعتین خالية فان م =4 × 8 ع 8 < 4 . 
)۲( 4 × 8 ع8 <۸ (ما لم تكن 4-8 أو إحدى الجموعتين خالية ) . 


Ax(BUC)=(4 x B)u(A XC) (F) 


1۳ 


Ax(BNC)=(A4x (©*4م)م(8‎ (f) 
. |Ax B|=|Bx A|=nm اذا كان 8 2۵| و دا | فان‎ ۵( 


(5) اذا کانت FCB «ESA‏ فان 8 2۸ 1 عاق . 


البرهان 

(۱) لنضم 8-4 ولنرهن أن ۰۸8-۸4۵4 (۸۶۵) . لفرض جدلاً أن 
وعدي 4 B=‏ × ۰۸ وبالتالی فانه بوجد عتصر واحد على الأقل ( ,×) بحيث يكون 
8 < 4 6( ,د) وهدا بعیی أن ۸4 و ۲ وفق تعریف ضرت مموعتین › ولکن 
۷4٩ +4 ۶‏ اسا لك © مجموعة خالية . وبالتالي فانه لا بوجد على الا طلای 
اي عنصر 8 × ۸( ,×) وهذا بناقض الفرض 8+4 ×4 . ومن ذلك ستنتج آن 
8-4 ×4 عندما 8-4 . هذا واذا وضعنا 4-4 فاننا نثبت بطريقة مشامة ان 
8-9-۵ »ام ( ۵ . آما اذا كانت 4-8-4 فن الأولى أن یکون 
4-0 »< 3 ع 8 < 4 . 

(م) اذا کانت 4 . 8 مجموعتين مختلفتین وغير خالیتین فان حاصل ضربهما غير إبدالي» أي أن 
A‏ >< 8 عد 8 x‏ 4 کا رانا ق الثال (۱-۳) . أما اذا كانت احدی المجموعتين خالية أو 
كانت 8 ع ۸ فان 4 × 8 ع 8 × 4 . 


A x(BUC)={(x, (| ) عع«‎ 4)^ (ye BUC)} . . . تعریف ضرب مموعتین‎ )۳( 
= {(x, y)l(xe ۸( ۸ ])۷6(۷ (ye C)]} . . . تعريف امحاد مجموعتين‎ 
={(x, ع)]|(نر‎ 4)^ (y€ B)] v [(xe 4)^ (y€ C)]} ...¥ يتوزع على‎ ۸ 
= {(x, y)|[(x, y)e 4 x ۷[ظ‎ (x, y)€ 4X C]} . . . تعريف ضرب مجموعتين‎ 
= ) 4 x B)u(A x C) . . . تعريف انحاد مجموعتين‎ 

A x(BNC)={x, y)l(xe 4)^ (ye BNC)} .. . لاها ؟‎ 683 
- ب)‎ y)|l(xe 4)^ [(ye B)^ (ye ©([( . . , ۴ لاذا‎ 
={(x, yJl[(xe A)^(yeB)] ^ [(xe 4)^ (ye C)]} پو‎ 
= (x, »Jl[(x, (۸ x B]^[(x, (۶۸4۵۱ ادا‎ 
- )۸< B)N(A x ©( a CU 

* تعليل هذه الخطوة ينتج عن إقتناعنا بأنه إذاكانت 2 » ۴ ۰ ۴ ثلاثة تقارير مفروضة 

فان : 


( ۳ چم طام ركام رااج ( ۶ طام را 


۳ 


(9) 


(1) 


لنفرض أن Au}‏ ۱0۱۰۰۰ < ۸4 وأن زو ۲0۱۸۰۰۰۰ B=‏ فیکون لدینا : 
الثنائيات الرتبه الى مرکبما الاول ٩,‏ ومركبما الثانية في 8 عددها ۷ 
الثنائیات الرتبة الى مرکبنها ا ومركيتها الثانية في 8 عددها " › 


نما ۳ سهولة أن جكب . وبنهشس الطريقة نجد أن ۸۱-۳۷ < 8| . 


لأن ESA‏ 28 ۰۰۰ 8ع 1 ع زر ۳:6 ۷( Vix‏ 
وبالتالي فان 8 x‏ ۸ع ۳ Ex‏ . 


تمارين (۳--۱) 


(۱) 


(۲) 


(۳) 


۹9 


اذا کانت (3 ,2 ,۸-1 e‏ ,3)عظ ۰ 5,6۱ ,4)ع6 فأوجد + 


(i) 8عام‎ (i) عد‎ 4 (i) 6 (1) 

(iv) Cx A (v) BxC (vi) C x 8 

(vii) (A x B)^(B x A) (vil) (Ax B)n( Ax C) (ix) Ax(BuUC) 

(x) (AxB)u(4xC) (xi) Ax(BNC) (xii) (A x مز8‎ (A x C) 
. )( >» قارن سن : نتيجبي الفقرتين (×1) ۰ (×) وكذلك بين (لء<)‎ )×11( 

(i) AxBxC (i) AxCxB (i) BxAxC (ب)‎ 

(i) | 4 <8 | (ii) |) ك4‎ x 8 » (۵/۸۷ B)| (ج)‎ 

(iii) | ) 4 ق)نب( )© »ا 8 »ا‎ x كل‎ x< C)| 

(i) (Ax )نا(‎ 4 << )6( (i) (AxB)n(A4A x (د) ( »ا‎ 


اذا کانت ۸ ۰ 8 6۰ ا وردت ف القرین (۱) فثل بطرق ثلاث كلذ من انحموعات 
الاتبة 


() 4 »ا‎ 8 (ii) B x A i) اك‎ «© (iW ا »دح‎ )( ۶ « © 


اذا كانت 6-۶ 4-8 وکانت ۲۸-83 =8 فأثیت أن : 
۸48-4 حیث © محموعة الاعداد القيقية . 
اذا كانت 18 مجموعة الأعداد الحقيقية قاثيت أن : 
۵- ۲6۱۲۲۳ ۲] ما تكن m=n‏ 


٤ 


(9) الك أن : 8 ع 4 هه 4 >« 8 < فر << 4 . 
(1) کن | ت ص ای =8 . 


() أكتب عناصر کل من 4×8 › 8×4 وهل هما متساويان ؟ 

(ب) اذا کان 408-4 فائبت ان با میع قى 1 ۰ ز. 

ری اذا کان 4۸84 فأثبت أن ,ر=,× من أجل قيمة واحدة على الأقل لكل من 

1 . از 
.() أكتب عناصر 4 ۸2-۸ ۰ ومن ثم أوجد|4 ×۱4*|=14. 

فم أکتب عناصر 818 <8 83 م أوجد |B*|=|BxBxB|‏ . 

(و) ب ۸ e Ax‏ ,0 میتی يكون 'ن دن ؟ 

رن اذا کان ۰۵6۸۸ 8×8٤ط‏ وکان م-4 فهل من الضروري أن یکون 
(۷) اکتب عناصر المجموعة الاتية : 

A={(x, (|), 7 (۸ ])1 > x > 3(۸ )1*> > 2([( 

(۸) لتكن ۵ مجموعة نقاط مستو منسوب ورین موجهین متعامدین ولیکن : 


۸4< ۱), y)lx> 0}, B={(x, y)ly >0}, C={(x, (۲+2 > 6}, 
< بد))‎ y)ly—x >0} 


مثل 8 (هندسیا) هذه امحموعات وکذلك احموعات الاتية : 


(1) AnB (1) (AnB)nC )111( ANBNCNnD 
iv) AUC (v) An(BuC) 
Binary Relations ۴ه العلاقات الثنائية‎ 


اذا كانت ASL‏ 6 5 4 2 8-11 فان : 


۸ ب(ک ,1) ب(4 م1) (2 ,1) (1 ,1)) ظ‎ E TO, ث2‎ )2, 4( Û, 5(, )3: 1( )3: 2( )3, Û 
)3, 5([ 


ولو طلب منا احاد محموعة جزئية ۴۸ من المجموعة 8 × ۸ محیث تکون عناص ۸ مکونة من 
جمیع الثنائیات (الأزواج) الرتبة التي تکون مرکبتا کل منها متساویتین اي : 


xB‏ ۸ ۱( << 8 عا م ع زنر ,)۱( ,)۱ ع كر 
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تقول في هذه الحالة إننا عرفنا علاقة ثنائية ۸ (أو إختصاراً علاقة ۸ إذا لم يكن ثمة إلتباس) 
من المجموعة 4 إلى المجموعة 8 . وهذه العلاقة هنا ما هي الا علاقة التساوي الألوفة «=». 

إذا كان 6۸(« ۰ فإننا نعبر عن ذلك بالشكل « «< » ونعنی بذلك أن المركبة × 
ترتبط بالمركية ر بواسطة العلاقة 1۶ . وعندما تکون #1( ,د) فاننا نكتب « 7< » . ووفقا 
لا تقدم فانه واضح أن 222 ,2) ,(1 ,1) وبالتالي فان 181 وكذلك 282 بنا 2¢۸ ,1) 
وبالتالي فان 1۸2 . وحيث أن ۸ هنا هی علاقة التساوي «=» فانه يمكننا أن نکتب ما سبق کا 
بل : 

((2 ,2( ب(1 ={(l,‏ ع | 

ويكون -26 ,2) ,(1 ,1) وبالتالي فان 1-1 وكذلك 2-2 بینا -24 ,1) وبالتالي فان 
ا 

ورغبة في الإيضاع نعرف مزيداً من العلاقات الثنائية من 4 إلى 8 على النحو الآني : 
(أ) إذاكانت برع تعنى أن >< فان : ,(4 ,2) ,(5 ,1) ,(4 ,1) ,(2 ,1)) =۸ = > 

(2, SK. ة)‎ 41135 


بخ اذا کانت تلد تعن آن «<» فان . ((2 ,3) (1 ,3) ,(2,1)) = 
(ب) ١‏ عي 


(د) إذاكانت بر« تعني أن برد ( ع تقسم بر ) فان :,(2 ,1) (1 ,1)) =۸ 
.})4 ك 2 2 ,(5 ,1( ,(4 با 
(ه) ادا كانت زد تعی أن 3 + رع فان : يع م R={‏ 


فها تقدم كنا قادين على تحدید مجموعة جزئية من انحموعة 8 ×4 بواسطة تعریف علاقة 
R‏ من 4 ال 8 . ولکن غالا ما تعطی المجموعة الجزئية ۸ بصرف النظر عن کوننا قادرین أو 
غير قادرين على المجاد معنی الرابط ۸ بين المركبتين × > ر . فلا 
> (5 ,2) (1 ,1)) =۴ تعتبر علاقة ثنائية معرفة من 4 إلى 8 بالرغم من أن معنی 
رای بين ۲ ۰ 1 من جهة وبين 2 5 من جهة أخرى ليست واضحة . بعد ما تقدم نعطي 
تعریفا عاماً للعلاقة الثنائية : 


۹۹ 


تعريف (4-۳) 

اذا كانت A‏ .ع ام حموعثين مفروضتين وكانت 8 < قرح 1 فيل ان R‏ عيللاقة ثنائية من 4 
الى 8 . وفي الحالة الخاصة الى تكون فيبا 4 -8 يقال إن ۸ علاقة ثنائية على / راو على 8 ). 
سؤال 

كم عدد العلاقات الثنائية من ۸ إلى 8 إذا علمت أن : ۱۸۱2۳ «-|8| ؟ 

فثال (۳--۷) 

R, ={(a, b), (a; e), )5, ,(ط‎ (es J} رظ << ولتکن‎ ۵ 7۱ 6 A=, be} اون‎ 

(ا) هل ,۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 مع التعلیل ؟ 

رب) هل ۸ علاقة ثنائية على ۸ مع التعلیل ؟ 

(ج) هل ,۸ علاقة ثنائية على 8 مع التعليل ؟ 

(د) ادا علمت آن 8 ۸۱ > 1 وان برع عاج برغا فاكتب عناصر R‏ . 

امحل 

۱( نم > لان XB‏ ۰۲ ,1 وفق التعریف (۳--8) . 

(ب) نم > لأن 4*4 5,2 وفق التعریف (4-۳) . 

١ (a, bJ¢B x B Î « RK, + ل لان 8 >< ذا‎ )<( 

1 ))6, Bl )6 0 (3) 


تعریف (9-۳) 
اذا كانت ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 فان العلاقة العكسية للعلاقة ۸ يرمز لها بالرمز ۸٠‏ 
وتعرف كالالي : 

R بز))‎ |), eR} 
. 2-1 من هذا التعریف يتبين أن 85-4 هي علاقة ثنائية من 8 إلى ۸ لأن 4 »اح‎ 
)۸-۳( مثتال‎ 


اذا قلت 244 ]كفك ع 9۳ و3 ,112 ,کات 8-۸48 یت 


۷ 


((2 ,2) ,(3 ,1) (2 ,8-1401 فاوجد : 

7 0 

{x|(xe A4) ^(xRy)} (mm) 

{(y|(ye B)^(xRy)} (>) 

{(xl(xe A)AxXRy} )د(‎ 

(ه) تلا موا لکل بت العلاقتن 22 + 1-چز . 


اخل 


وم ((2 1:02 :3) 015 ۸ ۰ وفق التعریف (۵-۳) . 
(ب) 21 ,1) 


(ج) ;3 ,2) 
(د) 4ا 
ر 





لاحظ أن القثيل السهمي للعلاقة 2-14 هو القثيل السهمي للعلاقة ۸ نفسها ولكن بعد 
عکس ااه لاسهم ۱ 
تعريف (۳-) 


ادا كانت ۸ علاقة ثنائية من محموعة ۸ إلى مجموعة 8 فان 4 تسمی منطلق ۸ . 82 
مستقرها في حين أن احموعة الحزئية (ر۸× م ۱*2۸ من 4 تسمی محموعة تعریف العلاقة 8 
(12۵۳0217) کا تسمی المجموعة الخرئية (رکل< ظ۱۳6() من ۸ مدی (عع20) العلاقة 12 . 


۸ 


)٩--۳( مثال‎ 


اذا مانت 3,57 ,1] =4 > 6۱ 24 باحق وکسانت 6 ,1) (4 بل) ,(2 ب1)) 
((6 ,6(,)5 ,3) ,(4 ,3) فان حموعة تعریف ۸ هي (1,3,5). كا أن مدی ۸ هو (6 ,4 ,2) . 


ملاحظات 

)1١(‏ سمينا ۸ حيث 8 × 4 =۸ علاقة ثنائية من 4 الى 8 لأن ۸ تربط بين عنصرین الأول في 
4 والثاني ي 8 

(۷) باستطاعتنا أن نعرف علاقة أحادية على مجموعة ما 5 فثلاً لوكانت * 5-2 فإنه يمكن أن 
نعرف علاقة أحادية على +2 حيث نقول مثلا إن ,۸ تعنى أن العنصر * 22 هو عدد 
فردي وید لك يكون لدينا : 

Sl ET‏ ,3 اس ی 
eê‏ 4 ,1۲-12 


لاحظ أن *2= ۸ں ,۸ وأن 88-۵ وهذا يعنى أن ,۴ جزات *2 إلى 
مجموعتين منفصلنین . 

(۲) بنفس الفكرة اي وردت في (۱) ۰ (۲) يمكن أن نقول إن ,۸ مثلاً هي علاقة نونية على 
النونيات المرتبة للمجموعة ,4 »ا..٠*‏ رك »ا 4 . 

ری ان العلاقة الثنائية ۸ من 4 إلى 8 تخزي المجموعة 8 × ۸4 إلى مجموعتين منفصلتين هما ۸ 


مثال (۱۰-۳) 


(أ) ماذا تمثل محموعة النقاط من الستوی 87 التي تتمي إلى ۸ ؟ 
(ب) بين أي العناصر ينتمي إلى 8 مما يلي : 


2/ ۷/2 2 2 - 
)1 ,0) (1,1) (0 ,1) )0 نید 4 ید لا ات | [ ۹ ی( 


2 7 
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الحل 
۱( إن ] عثل نقاط المستوى الواقعة على حيط الدائرة الي مركزها (0 ,0) ونصف قطرها 
الو حدة . 


5 کل العناصر تنتمي الى 8 ما عدا النمطتين (1 e,‏ 0 خی لان کد نيمأ لا محقق 
المساواة 1 < 7۶ + 2 ۰ 


Binary Relation on a Set العلاقة الثنائية على مجموعة‎ ٠_۴ 


إن دراسة العلاقة الثنائية ۸ على (أو في) مجموعة 4 ها أهمية كبيرة لكثرة تطبيقاتها في الرياضيات 


بالتعار یف الاتية : 


تعريف (۳--۷) 

إذا كانت ۸ علاقة ثنائية على محموعة ۸ (أو اختصاراً : ۸ علاقة على 4 ) وكانت ×۸× 
محققة لجميع عناصر 4 (أي : «<4:<8ع:) قلنا إن ۸ علاقة انعكاسية (أو منعكسة أو 
عا كسة) Reflexive Relation‏ . 

تعريف (85) 


إذا كانت ۸ علاقة على 4 محقق الشرط : 
©( «ر) >= 1ع(ر )x,‏ قلنا إن ۸ علاقة تناظرية (أو متمائلة أو متناظرة) 
Symmetric Relation‏ .„ 


تعریف (۳-) 
ادا كانت ۸ علاقة على ۸4 محقق الشرط : 

كلع (2 ,<) >= +1 (7 ,۷) > ((:) قلنا إن ۸ علاقة متعدية (ناقلة) 
Transitive Relation‏ . 
تعريف )۱١۹۴۳(‏ 


إذا كانت ۸ علاقة على 4 وكانت ۸ علاقة انعكاسية وتناظرية ومتعدية قلنا ان ۸ علاقة تكافؤ 
عل 4 Equivalence Relation‏ . 


ملاحظات 
)١(‏ لاحظ ف التعاريف السابقة أن بامکاننا الاستعاضة عن 2©(ر,*) ب ر۸× أي أن : 
(x, (۶‏ >+ بل ۱ 
(۲) تکون 6 علاقة غير انعکاسية ادا وجد عنصر × ي 4 محيث #۲( ,)جه xx‏ . 
(۲) تکون ۸ علاقة غير تناظرية اذا وجد عنصر >(,) حیث ¢۸(×,ر) وهذا يكافي : 
۷ 3 برقع 3 
)٤(‏ تکون ۸ غير متعدية اذا وجد عنصران ع(2 ,ر) (( ,×) حیث 2(¢4۸,×) وهذا 
I(xRya yRz)3xRz‏ 
(ه) لا تكون ۸ علاقة تكافؤ إذا لم یتحقق واحد على الأقل من الشروط الثلاثة الواردة في 


الول د (أي أن الشرط اللازم والكافي لتکون ۸ علا قة تکافو على جموعه 
4 هو أن تحقق ۸ الشروط الثلائة معا وهي الانعكاسية والتناظرية والتعدي) . 


مثال (۳--۱۱) 

اذا کانت 34 ,4<)1,2 وکانت 8۸۸ حیث :1.2 ,(1 ,1)-8 
(2 ,3) ,(3 :2) ,ا فادرس العلاقة ۸ من بحیث کونها (ا) انمكاسية (ب) تناظرية (ج) 
متعدية . 

الحل 

۱ ا لیست انعكاسية لأن 3,3(¢۸) مثلا . 

رب ۸ تناظرية لأن 21( ,اجه ۸ >( ,) . 

۸ ليست متعدية لأن 02,222 2(>1 ,1 >(2,1) . 

مئال (۳--۱۲) 

اذا كانت 4 × ۸>4 فأثبت أن : 


(أ) 8 علاقة انعكاسية اذا واذا فقط كانت العناصر الواقعة على القطر في حاصل الضرب 
الديكاري 4 ×4 تعمی ال ۸ . 


4 


(ب) 2 علاقة تناظرية اذا واذا فقط كان ۳1-۸8 . 

الحل 

را إذاكانت ۸ انعكاسية فانه ۷۰6۸ :6498۸ وذلك وفق تعریف العلاقة الاتمكاسة 
(للاحظ أن (xRx +(x, x)e R‏ و هدا بعي ان جمیح العناصر 4 × 4 ع(« ,) : (وهي 
ي نع بالطبع على القطر فما لو مثلنا حاصل الضرب A x A OTT‏ انیا تتمي إلى 

۱ وبالعکس اذاکانت جمیع العناصر الواقعة على القطر في حاصل الضرب الدیکارنی 

تنتمى إلى ۸ فان ۸ علاقة انعكاسية لتحقيقها عندئذ تعریف الانعکاسية . 

(ب) من تعربف العلاقة التناظر رة ابرح xRy‏ وبالتالي فان : x)e F‏ ,اجه >( (x,‏ « 
ولكن إذا كانت 2(68,) فان 7 6۸(×,() » وفق تعريف "۸ ومنه نستنتج أن 
وح - 8 جه 2 علاقة تناظرية . 


مثال (۳--۱۳) 


ناقش العلاقات الاتية من حيث کونها انعكاسية أو تناظرية أو متعدية ومن ثم بين أيا منها علاقة 
تكافرٌ : 


() علاقة التوازي «//۰ على مجموعة متجهات الفضاء (الفراغ الثلاني) . 
(ب) علاقه التعامد 1۱ » على محموعة مستقمات الستوي <۲ . 

(<) علافه اصفر من >١‏ ) عل حموعة الأعداد 16 

(د) علافه قاسم ل »|١‏ على محموعة الاعداد *7 . 


ال 
۱( إذا كانت ۴# مجموعة متجهات الفضاء ذي البعد 3 فن الواضح 
` ۹ :۷/۰ > وبالتالي فان علاقة التوازي علاقة انعكاسية . وهی علاقة بكم لأنه 
ادا كان * 3]ع 'ن بن » وکان '5//ه فان v0‏ . واوا فان علاقة التوازي متعدية أنه اذا 
كانت 7۳6۳7 0 ,سء وکان '5//ن و ۳ فان ۰/۲ وبالتالي فان علاقة التوازي هی 
علاقة تكافؤٌ على 23 . | 
(ب) إن علاقة التعامد على محموعة مستفیات الستوی لست علاقة انعکاسة لأن لمستقے 
لا ستعامد مع نفسه » ولکنا تناظرية لأنه اذا كان D'eR*‏ ,۸ وکان 211 فان 


۷۳ 


۵ ف حين أنها ليست علاقة متعدية لأنه إذا كان ۶" ,'2 ,2 وكان 
"2 ل م۱ فان هذا لا يؤدي ال ان ۲( . ونستنتج ما تمدم أن علاقة 
التعامد ليست علاقة تکافو . 

(<) أن علافه اصفر من ۱ > على الجموعة 7 ليست انعكاسية أنه 7 ۷ عع اعد کا انا 
ليست تناظرية فواضح أنه اذا كانت 7 ,× وکانت [ز > × فان ۶ ۰ ولکنا 
متعدية لأنه اذا كانت 222 ,نز ,× وکان (>2۸>ر فان 2>: . ونستنتج ما تقدم 
آن العلاقة « > لست علاقة تکافو . 

رد) إن علاقة قاسم ل ۰ على ۰ انعكاسية لأن أي عدد في *2 قاسم لنفسه . ولکنها 
ليست تناظرية فثلا 26 يي حين ان 6/2 . وهی علاقة متعدية لانه ادا كانت 
* ,۷ ود وکانت ۲۱2۸۰2۱۳ فان 2 . ونستنتج هما تقد م أن العلاقة ”|“ لست 
علاقة تكافوٌ على *2 . 


تعريف (۳--۱۱) 
نقول عن علاقة ۸ معرفة على محموعة 4 انا علاقة لا تناظرية (تخالفية) عنتاه‌صصرک‌ننمه إذا 
حققت الشرط الاي 

برع >= Ra(y,x)JeR‏ ء زمر (x.‏ 


من أمثلة العلاقة اللاتناظرية علاقة قاسم ۱۸۵+ على مجموعة الأعداد 2 فواضح أنه إذا كان 


A (۰ Ky فال‎ ylxax|y 


تعریف (۳--۱۲) 
نقول ان ۸ علاقة ترتیب جزیي على مجموعة 4 إذا كانت ۸ علاقة انعکاسية وتحالفية 
ومتعدية . كا نقول ان ۸ علاقة ترتیب كلي على ۸ ادا حمق ۰ بالاضافه إلى ما سبق ٠‏ الشرط 
الایي : 

Vx, ye A:xRyv yRx 


إن هذا التعريف يعنى أن كل علاقة ترتيب كل هي علاقة ترتيب جزني ولكن العكس قد لا يكون 
صحيحاً . إن العلاقة 2۱ » على مجموعة القوة (4)م هی علاقة ترتيب جزلي على (4)م . في 


حين أن العلاقة « >» على مجموعة الأعداد الحقيقية 8 هی علاقة ترتيب كلي على 18. 


۷۳ 


Partition of a Set ۱ ۳ ۱‏ 
۷-۳ مزئة محموعة واصناف التعافزژ and Equivalence Classes‏ 
الحم د ا عورا اساسیا وعاما فى: ال اقات ولاسیسا ق الیر > لاف ما عة 
اكبر في هذا البند وسنرى أن علاقة التکافو ينشأ عنها أصناف التكافؤ والي بدورها ينتج عنها تجزئة 
تعريف (۳--۱۳) 
إذا كانت 4 مجموعة غير خالية وكانت ,4, ... .,4 مجموعات جزئية مختلفة منها فاننا نقول ان 
احموعة (,۸, ... ,,۸) دم غرَية للمجموعة 4 اذا حقشت الشروط الاتية : 
Az ۵:۷ ۸, )١(‏ 
(۲) 0ر404 مالم تكن رع 
8 فوت 

:< 1 


مثال (۳--۱۶) 
اذا کانت (۸<)1,2,3,4,5 فان : 


(۱) (۲<۱۸ مجزئة للمجموعة 4 ۰ وفق التعریف (۳--۱۳) . 


(۳) 5(3 ,(4) ,(3) ,(2) ,(1))< نجزئة للمجموعة 4 ۰ وفق التعریف (۳--۱۳) . 
(۳) ((4,5) ,(3,4) ,(2) ,[1)) =۴ ليست تجزئة للمجموعة ۸ لأن ۶۵ (3,4()4,5). 
(؟) ((5) ,}2,3,4{ ,}1{{ P=‏ بحزئة للمجموعة 4 » وفق التعریف (۳--۱۳) . 
(هع ق لت رة للمجموعة 4 لان 24 (13,4ب(11,2 . 

(5) ۴-7 لیست تمجزئة للمجموعة 4 لان ۴ . 


نظرية (۳--۱) 
لتكن ۸+4 ولتکن ,4 ,...,۶=)]41 تجرئة للمجموعة ۸4 ۰ ان : 
)1( بك »ايك 6( A; x A; > (b,‏ ء (ط be A; >(a,‏ ,۳:۵ ۸,6 ۲۷ 


(۲) اجه م > (ر ۸ X‏ ر )4:۱ (A4; x‏ 


۷ 


اسان 
)١(‏ التكافؤ واضح من تعريف الضرب الديكارني مجموعة :۸ بنفسها . 


با 


© ا 
لنفرض ان ز۶¡ ولنيرهن ان هذا یفتضی ال التقاطع يساوي 6 . 


۳1 


من التعريف (۳--۱۳) A‏ 4 > ز1 
من التعریف (۳--۱۳) < ۸:۸ > 
ب ع زرك × رك )ررق م ) جه 


لاه لو لم يكن التقاطع فليا ل م لوجدنا غتصرا ودا على الاقل (( ,2) کیٹ کون : 


(x, y)€ (4, x A,)(Aj x Aj) = (x, (> 4; x 4; ^ (x, y)e 4j x رك‎ 


=> XxX, JEA;AX, رك عثر‎ 


وهذا حلاف الفرض م A404,‏ > 
اانا : 
لنفرض أن # (ر4 «,۸:()۸ “.4) ولنبرهن أن هذا بقتضي أن (غوة. 
x A;‏ رك © (نز A;:(x,‏ ,هر( (x,‏ ۷ = ۵ - زرك x‏ رقم امل 4 (A4; x‏ 
4 عم ع ۷ > 
|= 404 >= 
ز1 ج 
ان أولاً وثانياً تکلان برهان الفقرة (۲) من النظرية . 


تعریف (- ل )١5‏ 


اذا کان 44 وكانت ۸ علاقة تكافۇ في 4 فاننا نرمز لصنف (فصل أو صف) تكافؤ العنصر 4 
بالرمر 4 ونعرفه کا يلي : 


a= ) | ععد‎ A^ xRa} ={x|xe A a (x, ae R) 


من هذا التعریف نری أن صنف تکافو أى عنضر من ۸4 حموعة غير خالية لانه مها يكن ۸ عه 
فان 2ع۵ لأن »۸ه وفق تعریف ۸ . كما أن 224 . 


قال (۳--۱۵) 


اذا كانت (12 ,...,4<)1,2,3 وکانت ۸ علاقة في ۸ معرفه كا يلي : 


Ve 


.),(2۸ (۲: 3 باي قسمة × على 3 يساوي بای قسمة ر على‎ ++ XRy 


(أ) فاثبت آن ۸8 علاقة تكافؤ في 4 


رج 


الحل 


اکتب أصناف التکافو بالسية للعلاقة 8 . 


لاحظ أنه ۷×64 فان باي قسمة × على 3 هو أحد الأعداد ۰0 1 2 . 


)ا( 


رپ 


(۱) ۸ علاقة العكاسية لأنه ۷۶۸ ۰ xRx‏ . 

(۲) ۶ علاقة تناظرية لأنه إذاكان باي قسمة × على 3 يساوي باقي قسمة ر على 3 
فان هذا يقتضي ان باي قسمة « على 3 يساوي بافي قسمة × على 3 وهذا يعنى 
ان : 


1۱۷ = ۲ 


(۳) ۸ علاقة متعدية لأنه إذا كان باقي قسمة × على 3 يساوي باني قسمة بر على 3 
وکان باي قسمة ر على 3 يساوي باقي قسمة 2 على 3 فان هذا يقتضى أن باق 
قسمة × على 3 يساوي بای قسمة 2 على 3 وهذا يعنى أن : ۱ 

xRyayRz د‎ xRz 

من (۱) ۰ (۲) » (۳) نستنتج أن ۸ علاقة تكافؤ في 4 

لتعيين أصناف التكافؤ بشكل عام نأخذ أي عنصر اختياري ۸ م نعين صنف تكافؤ 

4 باستخدام التعريف ( )١5‏ فاذا كان 2-4 فانه يوجد صنف تكافؤٌ واحد فقط . 

وإذا كان 2۸4 نأخذ عتصرا اختيارياً 564 بشرط أن يكون 543 ثم نعين 5 کا 

فعلنا بالنسبة ل 2 . فإذاكان 2-۸ فان هذا يعتى أنه يوجد صنفا تكافؤ فقط . 

واذا كان A‏ + أن ع احيرنا ا جدیدا A‏ عع فرت ور ان و تم عينا 5 

a,‏ جرا حتى نحصل على أصناف التكافؤ كلها . لاحظ أنه باتباعنا هذا الأسلوب نستنتج 

آن اصناف التكافو تشکل رة المجموعة 4 وفق التعریف و نوم , 


والآن لنعين أصناف التکافژ في المثال أعلاه . 


وفق تعريف صنف تكافؤٌ | 1۱ عع |! - 1 
لاحظ أن باي قسمة كل عنصر في 1 على 3 هو 1 557 


۷۹ 


(182م ۸4 عع | ءا < 

لاحظ أن بان قسمة كل عنصر في 2 على 3 هو 2 [25,811) - 
3۱ ۸ ۸4 عع |« ا 
= 


لاحظ أن باق قسمة كل عنصرفي 3 على 3 هو 0 (3,6,9,12 


ملاحظات 


۸ من الواضح أن (1,2,3)-۳ تشکل تجزئة المجموعة‎ )١( 
تسمى أحياناً ۶ مجموعة حاصل قسمة 4 على ۸ ویرمز ها بالرمز ۸/5 أي أن‎ )۲( 


(1,2,3) < ۸/1 دم 


أ 


(۲) لاحظ أن 7=10-=1=4 وان 2-5-8-11 وان 3286-8-12 اي أن العناصر 
الحمية إلى صنف ككافؤ واحد متكافثة وعکن أخذ أي منها بمثلها . ولنعمم هذه الافکار 
وتا كيدها نقدم النظریتین الاتیتین : 


نظرية (۳--۲) 
اذا كانت 4۶4 وکانت ۸ علاقة تکافو فيها فان : 


(<) 160-4 ما لم يكن 0< 


۱( او له لنیرهن < 6 جه aRb‏ 
نفرض آن 2 فیکون لدينا : 


تعر یف صنف تکافو © 0 > 1 6 ۲ 
لأن اوعدي وج رما Rh‏ 


تعر بف صنف تكافؤٌ نا لع جه 


والآن لنفرض أن 7 فيكون لدينا : 


تعر بف و xeb > xRb‏ 
ان . »9ج aRb‏ ۵ + 
تعر بب 4 0 XE‏ >= 
(2) .......... اع 


من ( ۰ (2) قد أن 8ج ج واه 


انا : 

لنيرهن أن : aRb‏ ¬ ودج 
لاكانت ۸ انعكاسية فان 614 ومنه عه وهذا يقتضى أن 5عه (لأن 3-8) 

و هد | بقتضی ند وره آن 0 . 1 
إن أولاً وثائياً تعطیان البرهان الکامل للفقرة (أ) من النظرية . 


(ب) اولا : لنرهن أن : 3-85 هن 


TT 
اد‎ 
۱ 
2 


تعر يف 6 01 


لا 


من الفقرة (ا) من النظرية 0 


۱ 
ايد 
|| 
ت 


انیا : لنيرهن أن bea‏ > 5 - 


من الفقرة (أ) من النظرية ط۸ + 2-5 
لآن ۸ تناظ بة ۵ ¬ 


(ج) إذاكان 6= » فن الواضح أن 265-38-8 . 
اما اذا كان #0 فان 2۳-4 ۰ لانه لو فرضنا جدلاً أن © ۶ لوقعنا في تناقض 
مع کون 5ة على النحو الآتي : 


anb ا< مود دده ۲206 جه (مصماع« 2 ج () عد‎ +a=b 


۷۸ 


نظرية (۳--۳) 

اذا کانت م 4 فان کل علاقة تكافرٌ في 4 ينتج عنها تجزئة للمجموعة 4 . وبالعكس فان كل 
تجزئة للمجموعة 4 ينتج عنها علاقة تكافؤ ۸ معرفة في ۸ 

البرهان 

لنفرض أن ۸ علاقة تكافؤ في 4 ولنبرهن أن أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ۸ تكون تجزئة 
للمجموعة ۸4 . 


رم تا كانت ۸ علاقة تكافؤٌ فانه ۷۵6۸ :۵80 وبالتالي فان 68 وفق تعریف © . 
وهذا بقتضی أنه 4 ae‏ ۷ :۵ عون. 

anb=¢ : ۷۵,۶۸ (¥)‏ مام يكن 2-8 ۰ وفق (ج) من النظرية (۳--۲) . 

(م) من )١(‏ نستنتج أن 4 عبارة عن إتحاد جمیع أصناف التکافو الحتلفة لان کل عنصر 
۸ يتتمى إلى صنف تکاف وحید . ومن (۱) ۰ (۲) ۰ (۳) نستنتج أن أصناف 
التكافوٌ الحتلفة بالنسبة للعلاقة ۸ تجزيء المجموعة 4 لتحقيقها التعریف (۳--۱۳). 


والان لنبرهن العكس 
لنفرض أن المجموعة 7 تجزئة للمجموعة 4 ولنعرف علاقة ۸ على النحو الالي : 


من أجل قيمة واحدة فقط ل 1 من +2 ۰ ۲P‏ 4€ هيك R= {(a, b)|(a, b)e 4; x‏ 


اس 
ستلت أن 8 علاقة تکافو فى ۸4 . 
(۱ ۷۵۸ : ,لمعم من أجل قيمة واحدة فقط ل 1 وفق التعریف (۳--۱۳) وبالتای 
یکن لديا : 
0 جه A; > (a,a)e A, x A, > (a,a) e R‏ ع 6۸:۵ 1 ۷ 


: لأن‎ )b,a eR: V(a,b)eR ۳ 


(a,b)e R => (a,b)e A, x A, ۸ وفق تعر بف‎ 
> a, be A 
ج‎ (b, ae A; x A; 
ج‎ (b, a)e R 


وهذا بعنی أن ۸ علاقة تناظرية . 


۷۹ 


8 لان‎ (a, عن‎ R: VY (a, bJa(b,cJeE KR ۳( 


(a,b) a (b,c)e R => (a,b)e A, x A,^(b,c)€ A4, x رك‎ F وفق تعریف‎ 
جه‎ a, رامع‎ ce A, > bE(A;^A;) 
لأن ,4 ,4 بزح زج‎ 
جه‎ 4, cE A, => (a, c)e A; x A, > (a, 0 


وهذا يعنى آن ۸ علاقة متعدية . 
من )١(‏ ۰ (۲) ۰ (۳) نستنتج أن ۸ علاقة تكافؤٌ في 4 


)١55( مغال‎ 

لبوق 11 عددا طبيعياً ولک 7 مجموعة الأعداد الصحصحة ولنعرف علاقة ۸ في 2 کا يل : 
07 - نز سير 3 067 23 جه 1۷ 

عل العدد 7 وقد تعبر عن ذلك بالصهرة : (7 +x= y(mod‏ 6 ونقول عند اد أن ۶ 

يطابى ۲« قياس 7. 

(00) أثبت أن ۸ علافة تکافو في 2. 

الحل 


3 


)ا( (۱) 7 : xRx‏ لان = ×× وبالتای فان ۸ علاقة 


3 


(۳) ۱:۰۲ > 3:1 لأنه ادا کان x— y= qn‏ فان 
0( - )- » - ر<(ر -)- وبالتالي فان ۸ علاقة تناظرية . 
xXRyayRz => XR 0‏ لانه ادا کان : 
۷ وکان #ر2<6- فان : 
01 + ,)2 )+( ءاه ۲-2 (وو+روع (gq‏ 
وبالتایی فان ۸ علاقة متعدية . 
FONT‏ (۲] ؛ (۳) استنتج أن ۸ علاقة تکافو في 
(ب)/ اصناف التكافؤ هي : 


وفق تعر يف صنف تكافؤٌ 0 {x|xeZ ^ xRO}‏ =0 
x|xeZaAx— a‏ = 

qn}‏ ین 
O, n, 2n, n, (‏ ,11 ,2 — ,3 1 
e XR 1}‏ 1 = 
وی زح سس 
3 
0 


° 2 ل 1 42 1 ,1-71 1-2۳ 





وبالثل : ۲ ۰ + 2 ,و + 2 ,2 ,وو 2 ,2-20 ,۰۰۰ =2 
ا r—n,r,r +n, E AS‏ و ي وس ۳ 
۰ + 1 ع ور بم + 1 - و ,1 - نر رارح 1 عر ,271 - 1 س ور , ٠٠0‏ ! > 1 - لقن 


ملاحظات 


)۱( ان ضنت تكافو اين عدد kK‏ جت ]دمم ,ع يساوي صنف تكافؤٌ وحيد من 
الأصناف التى عیناها أعلاه » وبالتالي لا حصل على صنف تكافؤٌ جدید للعدد ۶ فثلا 
بوصع 

21 1۰و ودع بلاحظ أن : 


1 - ع1 -2 1,٠٠١,‏ 1+ ,0 ع7 وبالتالي فان : 








>u =0, +1 =1, , 20-1 < - 1‏ وفق التظرية (۲-۳) , 


(۲) لتكن (1-«,2,<)0,1,2,۰۰۰ . نسمي ,7 مجموعة البواي الصغری غير السالبة قياس 
۲1 راو حمو عه الاعداد الصحیحة قاس العدد الصحيح الموجب (n‏ ۰ و فد حاءت هذه 
التسمية لأنه لكل ,۲22 یکون 72۶ کا أن ۲ هو اصغر عدد صحیح غير سالب 

(۳) 2 عم ۷ فان k=F‏ من أجل شمه وحيدة للعدد ,2 عم لازه : 

qe 2‏ م 0۳۷ م Vke Z:k=qn+r‏ 
1 ح م - | جه 
۳ حب 
Sr >‏ 0 ۳ با جه 


۸۱ 


هذا في الحقيقة برهان كاف على أننا قد عينا جميع أصناف التكافوؤ بالنسبة للعلاقة ۸ 
اعلا 


۳ . [للاحظ اننا لو فرضنا آن : ۳0۱۳+ «وع | 
عا ا یی ا F=F'‏ وهذا ما كذ ان 1 تت نتمی إلى صنف تکافوٌ 
وحيد | . 

(٤ (‏ تسم و اميل القسمة 2/16 في هذه الحالة أصناف البواي قياس 7 ونرمز ها 
باامز ,2 ق آن : 


1 ا ها 
(۵) سنری فيا بعد آن لكل من امحموعتین ی ا الا حصباً ی دراسة البنى الخيرية . 
مان (۱۷-۳) 
إذا عرفا في 8۴ العلاقة 8 عل الفح الاي : 
0 < ۷ج Vx, ye R*:xRy‏ 
فاثبت أن ۸ علاقة تکافو في *18 ومن ثم أوجد أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ۸ 
امحل 
VxeR*:xRx )۱(‏ جه 0 < جرعر: * 8 ععر ۷ 
وهذا يعنى أن ۸ علاقة انعكاسية . 
(۳) ۶« جه ۲ لأن 0 < اير جه 0 < 2 
وهذا يعنى أن ۸ علاقة تناظرية . 
(۳) 2ج XRyayRz‏ لان . 
(x ۲()۲ 2(< 0‏ = 0 << منرم 0 xy>‏ 


من خواص الأعداد الحقفشية 0< ۶22 جد 
بقسمة طرفی المتباينة على 2بر ,)<< ۷2 عد 


وهذا بعنى ان 4 علاقة متعدیه . 
من (١)ء‏ (۲) ۰ (”) نجد أن ۸ علاقة تکافو فى *8 . 
والان لنوجد أصناف التكافوٌ بالنسبة للعلاقة ۸ 

تعريشف 1 (11<م * ] fx|xe‏ < 


=1x|xe ] * ۸۱6۰1 >0} xR] جه‎ ۰1 >0 


AT 


ال ا 


تعریف (1-) ((1- )۳12 ۸ * باع« (1 -) 
۲ <(1- )۷ ۸ * 613 | < 
={x|xeR*A - << 0۱‏ 
من خواص التباینات ۰ ۸۲0 ع« |بر)- 
ان 


۳۹ ای * 8 ومجموعة الأعدا د الحقيقية السالة - 8 أي أن : 


۳ ERR  ( 


لاحظ أن #- ۲8 وأن *8 - - 8ن *8 ما یتفق مع کون علاقة التكافؤ في محموعة 
ما غير خالية ينتج عنها مجزئة للمجموعة نفسها 
تمارين (۳--۲) 


)١(‏ إذا كانت (4-11,2,3,4,5 ۰ [3,5,7,8) =8 فأجب عا بل 


3 


۱( اكش عناصر کل من ۰۸8 ۸4 «ظ . 

وب) اذا کانت [(2,8) (2,7) (5 ,1) ,(8-1)1.3 فهل ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 
8 مع التعلیل ؟ وإذا كان الجواب بالا يجاب فا کتب حموعة تعریف ۸ وكذلك 
ند ۸ 

(ج) اذا کانت ۸ کا وردت في الفقرة (ب) فا کتب عاف . ا 6 علاقة 
ثنائية من 8 إلى ۸ ؟ ولاذا ؟ واذا كان الجواب بالا مجاب فاوجد كلا من محموعة 
تعر بف ومدی 1 ۸ . 

(د) اذا کانت ((4,5) (3,4) ,(2,5)) =۸ فهل ۸ علاقة ثنائية من ۸ إلى 8 ۴ 
ولاذا ؟ هل ۸ علاقة ثائية من 8 إلى 4 مع التعلیل ؟ هل 1 علاقة في ۸ ؟ 
ولاذا ؟ هل ۸ علاقة في 8 مع التعلیل ؟ 

(ه) اذا کانت 2-48 فهل ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 ؟ واذا كان الحواب 

نعم فعين كلا من مجموعة تعریف ۸ ومداها : م اکتب عناصرا Rَ‏ ومثلها 

سهمیا وییانیا . هل ۸4 “8 - 1- ۸؟ 


AT 


(00 


(۳ 


(و) اذا کانت ۸4×8 فا کتب عناصر کل من 8 87*۰ ف الحالات الاتية : 


XRy جه‎  <- ۷-2 )ا(‎ 
XRy بز < »رجه‎ (۲) 
XRy x>) ۳ 
xRy بر جه‎ < ۱+3 (%) 


(ز) اکمل ما بلي : 


R={(x, (22 عبرم‎ 8( - ۰ (۱ 
R={(,y)lxe Ary >x (8عترم‎ > {° (0 
1 (۳) 


Baye A^x—7y>0j=‏ ع |( ,<)! < ؟ 
۱ 


)$( ...<< 4+2 م عبرم 6 |( )۱ < ير 


(ح) کم عدد العلاقات الثنائية احتلفة التى يمكن تکوینا من 4 إلى 8 ؟ وکذلك من 
8 ال ۸ ؟ 

اذا كانت ۸ × 822-8 حيث © مجموعة الأعداد الحقيقية » فارسم الشکل الذي 

عثل العلاقة ۸ في المستوى الاحدایی 82 في الحالات الاتبة : 


R= {(x, (|) (۶۲۸ ٩ ۸۹ =x} 0 
R={(x, (|), (6 18 * (ب) (عد- 2 > برم‎ 
R={(x, (۱), ype R*Ax*+y* <9} (>) 
R={(xy)l(x, ype R*Ax*+ر*‎ >9} )د(‎ 


R={x, y)l(x, yJJeR* م‎ 4x 2ر9‎ << 36( (®) 


اذا کانت E‏ فادرس کلا من العلاقات الآثية 1 4 من سيق کونها 
(ا) انعكاسية (ب) نناظرية (ج) متعدية (د) لاتناظرية (ه) علاقة تکاف. 


8 ))1,1( )2,2(, )3,3(, )4,4(, )5, 5(, )6,6(( CY 
R= R, — ۱05, 5)) (۲) 
R,={(1, 1), (1,2), (2, 1} (۳) 


0 


05 


ره( 


(1) 


(۷) 


R= R,u{(2, 2} (٤ ( 
Rs = {(2, 6)} 0 
ی‎ < ))1, 5(, (5, 1)} (1) 
R,= ))3,4(, (4, 3), (3, 3), (4,4); (¥) 
R= 4 x A (۸) 


اذا كانت ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 فاثبت أن : 

(أ) محموعة تعریف ۸= مدى' ۸ . 

(ب) مدی ۸= مجموعة تعریف * ۸ . 

اذا كانت *2 محموعة الأعداد الصحيحة الوجبة وعرفنا فيها علاقة ۸ كا بلي : 

27-2 + رجه بزاع : * 2۸ Vx,‏ 

فأوجد كلا من الحموعات اة : 

(أ4 ۶ (ب) محموعة تعریف 8 (ج) مدی ۸ . 

(د) ` 8 ومتلها سهمیا وبيانيا . 

إذاكانت 2 محموعة الأعداد الصحيحة فادرس كلا من العلاقات التالية في 7 من حيث 
کونها (أ) انعكاسية (ب) تناظرية (ج) متعدية (د) علاقة تكافؤ (ه) لاتناظرية (و) علاقة 

ترتيب جزلي (ز) علاقة ترتیب كلي . 


Vx, 7 :3( تقبل القسمه على × = ۰۱۲ د‎  )۱( 


VX, 6: XxX <Y 0 
Vx, ۸:2 بز < عاج‎ 2 
Vx, yEZ:XRy جه‎ > y )( 
V x, y6Z:XRy جه‎ (x, ()= 1 < )۵( 


× و J‏ عد دان اولیان فما ینپا . 


اذا كانت (ء,4 ن ,ط ,)=4 وکانت (4)م 5 فعين ‏ الى تشكل جرئة 
للمجموعة 4 في كل ما يأني مع ذكر السبب في حالة کون ۶ لا تشكل تجزئة للمجموعة 


A 


۸4 


Ê 


P= {{a, بط‎ c}, {d}, )6[( )ا(‎ 
Paê, 6, d}} (ب)‎ 
16)ع<‎ #١ 1۵ b}, {af} (ج)‎ 
P={{d, e}, {a, d}, {b,c}} (2) 


(ه) P={A}‏ 
7 اذا کانت (20,-0,1,2,3,۰۰)ع4م وغرفنا فى 4 العلاقة ۸ على النحو الآني : 
>R: a, ۸‏ بای قسمة » على 6 يساوي بای قسمة ١‏ على 6 فأثبت أن 8 
علاقة تکافژ في 4 ومن ثم أوجد أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ۸ 
(9) إذاكانت 2 مجموعة الأعداد الصحيحة وكانت ۸ علاقة معرفة فيها على النحو الآى : 
6 - برح »دجه 516 302 ۰ ۷/7 Vx,‏ 
فاكيك أن R‏ علاقة تكافوٌ في 7 ومن 5 عين اصناف التكافوٌ الناتحة عن ۸ . 
(۱۰) نافش صحة کل من العبارات الاتية : 
(0) اذا كانت 44۵ مجموعة منتبية + وكانت ۸ علاقة تكافة فباء وکانت م 
مجموعة أصناف التكافؤ الحتلفة الناتجة عن ۸ فان |4| > 1٨|‏ . 
(ب) اذا كانت 4 مجموعة غير منتية وكانت ۸ علاقة تكافؤٌ فيا وكانت 4/۸ =۶ فان 
احموعة ۶ قد تكون منتبية وقد لا تکون كذلك . 
(ج) ي الخحالة (ب) ‏ إذا كانت ۱۳۱۵۵ » فانه يوجد 7۳ محيث |5|<|#|. 


(۱۱) اذا كانت (7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,4-11 وكانت ۸ علاقة معرفة في 4 كا يل : 


R= ))1, 1, )2+ 2(, )3, ب(3‎ 4, 4(, )5, SF )6, 6( OTK )2, 4(, )4, 2( 
(2, 7), (7, 2), )4. 7), (7, 4), (5, 6), (6, 5)} 


فأثبت أن ۸ علاقة تكافؤ في 4 ومن ثم أوجد أصناف التکافو المرافقة . 
09 إذا كانت (7,8 6 ,5 4 ,3 ,2 ,1 ,4-10 وکانت ((0,3,6(,)1,4,7(:)25,8))-8 
و هل ۶ 2ة للمجموعة ۸4 ؟ ولاذا ؟ 


۸٦ 


(۱۳ 


(ب) اذا كانت ۶ نحرئة للمجموعة 4 فاك ان 8 علاقة تکافو في 4 حيث : 
x {1, 4, T}u{2, 5, 8} x {2, 5, 8۱‏ }7 ,4 ,1ن (6 ,3 R={0, 3, 6} x{0,‏ 

©6 انز العبارة 4 Je‏ ,دل :رغد جم ۰۰ 

رد) ما هي أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ۸ ۴ 


اذا كانت *2» ۸-72 ۰ حيث 7 مجموعة الأعداد االصحيحة وكانت ۸ علاقة في 4 
yz‏ = نوعدج V(x, J), )2, w)e A:(x, yJR(Z, w)‏ 
أثبت أن ۸ علاقة تكافوٌ في 4 ثم أوجد أصناف تكافؤ كل من العناصر الآتية : 
UN ۶ DE OT‏ زد a. 6 (A‏ 
واذا كانت ۸4/۸ =۶ فهل مه > م | ؟ 
واذا كان ع فهل > |۶| ؟ 
من الواضح أن كل عنصر في ۶ هو من الشكل (ط ,ه)-5 فاذا اتفقنا ان نكتب (ظ ,4) 


بالشكل 4/5 أي أن ۵/۸-(9 ,0 فهل هذا يتفق مع التعريف الالوف (الكلاسيكي ) 
حموعة الأعداد القياسية 8 آلا وهو : 


O={xlx=Pap, qeZ^ q0) 
وپذه الطريقة نکون قد حصلنا عل اة ۵ کحاصل فسمة *2<*7 عل 8 اي‎ 


ات 0 - ۷7*۲ ۲-7 


AV 


الباب الراسع 


Mappings التطيقات‎ 





١5‏ تمهيد وتعاريف 


التطبيقات (الرواسم) من أهم المفاهم الرياضية وأوسعها انتشاراً وأ كثرها فائدة » فقل أن تجد 
فرعا من فروع الرياضيات الا وللتطبيقات فيه نصيب الاسد . إذ هي تستخدم في التحليل 
الرياضي والجبر والهندسة والتبولوجيا وغير ذلك » كا تمتد استخداماتها إلى فروع المعرفة الاخری من 
فيزياء وکیمیاء ونحوها . 

وکلمة «تطبیقات» مفردها تطيق" » وسنری ان التطبیق ما هو الا حالة حاصة من العلاقة 
الثنائية من محموعة إلى أخرى ؛ بخض النظر عن طبيعة العناصر النتمية لكل من هاتين احموعتین ؛ 
ما جعل التطبيق قادرا على احتواء مفاهم أخرى مثل الدالة أو ايو أو التحویل وما إلى ذلك من 
مصطلحات كانت تستخدم في فروع الرياضيات > وتبدو احيانا وکانها اشیاء مختلفة وقد جاء 
التطبيق ليجعلها حالات خاصة منه فثلا الدالة الحقيقية في التحليل الرباضی ما هی الا حالة 
خاصة من التطبيق (إذ هي تطبيق من مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية إلى حالة 
الأعداد اله نقسها) والان ها هو التطبيق من وجهة النظر الرياضية المعاصرة ؟ 

إن التطبیق كا آشرنا اعلاه هو حالة خاصة من العلاقات الثنائية . ولتعیین تطبیق ما بلزمنا 
ثلا نه اموت اة هي : 
(۱) مجموعة 9 © عو 4 . 
(۲) مجموعة انیه 4« ظ. 
(۳) قاعدة (أو قانون) نستطیع بوساطتبا ربط كل عنصر من عناصر ۸ بعنصر وحيد من عناصر 

8 

تسمی احموعة الأول 4 محموعة اتعريق. التطبیق (النطاق ‏ النطلق - الحال) 
0 کا تسمى امحموعة الثانية 8 المستقر (النطاق المصاحب ‏ امحال القابل) 
100110 . 


۸۸ 


تعريشف (8 ) 
اذا کانت ۸ ۰ 8 محموعتین ق خالیتین وکانت 8 ۸ 2 فان العلاقة 1 تسمی تطییقا 
رویرمز له عادة ب ) عندما تحقق الشرطین الاتیین : 


) | عنام 2۸4 ع‎ (۱ A 


(۲) کل عنصر في ۸ يرتبط بعنصر وحید من عناصر 8 أي أن : 


2 ح | جد (27 ,2 ۸( (xX,‏ 


قثالة واب ۱] 


اذا كانت (4 ,» ,6 ,4 - 4 : (5 ,4 ,3 ,2 ,8-11 فان كلا من العلاقات الاتية تمثل تطبيقا من 


4 إلى 8 

8 {(a, 1(, (b, 2), (e, 3), (4, 4) (0 

<< يه)]‎ 1(, (b, 2), (e, 1(, )۵, 2([ (ب)‎ 

(ج) })1 ,۵) ,)1 (b, 1), (ce,‏ ,)1 ))ح<ز 

ف ز هب۲ 

ي المثال (؛ )١‏ عين مدى التطبيق / في كل حالة : م ارسم عخططاً سهمياً بمثل کل تطبیق على 
لن , 


ال 


0 مدی التطسق, ر تع اه رد BSI LZ‏ 
(ب) مدى التطبيق ر 21 ,8-141 
(ج) مدی التطبيق / 8-1112 


۸۹ 





1 
|ذا كانت العلاقة 48 2 تطبيقاً من ۸ إلى 8 فاننا تعبر عن ذلك بالصورة : 
۸4-3 : << ] او ود لو (وبقراً 3 تطبيق من احموعة ۸4 الى الجموعة 2 1 
مثال (۶--۳) 
إذاكانت (4 ,3 ,2 ,۰۸<)1 (8 ,7 ,6 ,5) =8 فأي من الخططات السهمية الآنية لا يمثل تطبيقاً 
مع التعلیل ؟ 





ال 

() لا عثل تطبیقاً لأن 4 ارتبط بعنصرین مختلفين من عناصر 8 هما ۰7 8 ۰ ما ينافي 
تعريف التطبيق . 

(ب) لا يتل تطيقاً لأن 4۸ لم يرتبط باي عنصر من عناصر 8 وهذا يخالف تعرين 
التطبيق . 


سؤال 
في المثال السابق إذا عكسنا اتجاه الأسهم في المخططات الثلائة فان كلا منها لا يمثل تطبيقاً من 8 
الى 4 . شا هو السبب في كل حالة ؟ 

4 


تعريف (6--۲) 

اذا گان #8جل4رعر تطبيقاً وكان ۶ع(ر ا » فاننا نسمی العنضر 8ر صورة (أو خيال) 
العنصر ۰6۸ ونکتب ذلك بالشكل : بر » أو (*«)رديرمب»* > وإذا كانت 
4 ,۸ ۰ فإننا نعرف صورة ,4 کا بل : 


f(A,)={ye B|ly=f(x) ^ xe A, ( 





تعريف )۳—٤(‏ 
تقول عن تطبيقين ۶ و انا متساويان » ونكتب وحثر › إذا حققا الشروط الآتية : 


(۱) مجموعة تعريف /- مجموعة تعريف و . (۲) مستقر =f‏ مستقر و . 
(؟) (۸:/)(<0)6 »۷x€‏ حيث 4 مجموعة تعريفها . 


Inverse Image الصورة العكسية‎ ۲-۶ 


إذا كان 4+8 تطبيقاً » فاننا نستخدم الرمز ۶71 ليدل على العلاقة العكسية للعلاقة ۶ . 

والجدير بالذ كر أن العلاقة العكسية لتطبيق / ليست بالضرورة تطبيقاً » وذلك واضح من 
الخال #857 حیث أن الفقرة وج منه تفل تطبيقا ولیکن کر من ۸ إلى ظ + ف عن أت لو 
عكسنا اتجاه الأسهم لحصلنا على العلاقة العكسية للتطبيق ۶ ۰ أي لحصلنا على ۱ ۶ والتي لا تمثل 
تطبيقا من 8 الى 4 (لماذا ؟) . 


تعريف (4-4) 
اذاکان ۸-2 تطبیقا وکانت 8 2 ,8 ؛ فاننا نسمی ال (,1)8-/ الصورة العکسية 
للمجموعة By‏ ¢ ونعرفها کا بل : 

f (B,)={xe Aly=f(x)rye 81‏ 
وإذا كانت [د رط 6 5 مکونة من عنصم واحد ففط ع فانتا نکب 2 

f *({y})={xe Aly =f(x)} 

او اختصارا ۱( ۲( | 4 Ff (y= xe‏ وندعی الصورة العكسسية للعنصر ¥ 
فال 2-43 


اذا كانت له 6 û û‏ ,ط A=‏ ء (6 ,5 ,4 و3 ,8211.2 ¢ وکان ظ-4 : تطيقاً بعرلا 
با حطط السهمی احاور وكانت : 


۹۱ 





فعين ما يل : 


O /)4( (Df) GD / ')5( GW f (۱ظ)‎ (v) f(A,) 
(vi) f(4) روت شا(‎ (vi) f(4,)uf(A42) 

(ix) f(A,0A2) (% fA, ۳۷ A») (xi) ff ((,ظ)‎ 
(xi) f "(f(A4,)) (xii) f 18 , B2) n 


(xv) f ۰) (د‎ (xvi) f (B (0 (B,) (xvi 7 BS] 
(xviii) (f (B,))'. 
اخل‎ 


() 4ع(0)ر‎ (i) f 1 (D={a, )( (ii) f ۰)5(<1 =p 
)۱۷( - (=f ))1, 2, 3((< )6, €, bj 
(v) f(4,)=f (la, b, (ز4‎ > (1, 2, 4ُ 
(vi) f(4)={1, 2, 4, 6; 
(vii) f(4, 0UA4,)=f({a, b, d, c, e})={1, 2, 4; 
(vii) f(A, Juf(A4,)={1, 2, 4۳:۱1, 4( 21, 2, 4 
(ix) ۸۱۸ (<)۱۱(<۱4( 
(x) ۶)۸,۱(/)۸(<)1, 2, 461, 4( 
(i) ff - 1 )8 ((<)۲۵ و‎ 9(<۹1, 2۱ cB, 
(xi) f ,هع( 2:4 ۰ -( تال‎ Cb, و‎ 
به اد 4 ,3 یا لیا ۳ رز‎ Bj d€) 
(xiv) f (Buf و‎ {a, c, b}u{b, d, e} ={a, بط‎ c, d, e} 
ونون‎ BRB OAD} 
Gv) 7F BP ۰ ,۵)<(دظ)‎ 6» BEDA 6( <۱۵( 
(xvii) f 1 /ع( ؛8)‎ ({4, 5, 6۱( ۲۵, e, n} 
avi) f (B,J =a, 6 DIJ ع‎ ۵, e, (۰ 


إ4 ,1) - 


۹ 


)١5( نظرية‎ 


اذا كان 4+8 تطبيقاً وكانت 4,24 ,4 » 28 و ,رظ فان : 


(۸, )رد راك‎ ,( S/(4») 
)11(  )4 (و4 كردت( ۱۸( و4 ی‎ 

(1) /)۸ ۱۳۱42 ( شالك‎ (/)۸۰( 
(iv) ff ر((:,۰)8‎ 

)۷( / (AAJ 2 A, 

(v) f (B^ B2)= f (BJ f (B2) 
(vi) f (BU (وظ‎ = f ۱)8,( u f > (و8)*‎ 
(viii) f (B1 )=(f  "(B,))' 


البرهان 
وإ اوعدو هي علاقة عكسية للتطبيق ر ¿ لذلك فان - / ليس بالضرورة تطبیقاً من 8 اف 
4 

لنفرض أن 54 ,4 ولنبرهن أن هذا يقتضي أن (ر4,(=/)4)/ (i)‏ 


لما كان 4,۸ فن الواضح أن : 


(وقمال- زيل عدم {ye B|y=f(x)‏ ی ( A4,‏ ععدم («)/ع تراظ عبر ) -(4)/ 


وهذا يعني أن f(4»)‏ (, 11۸ 
)١(‏ لنبرهن أن الطرف الأيسر محتوى في الطرف الأيمن : (ii)‏ 


(«اكر ع بر 3 رت ۸ xe‏ 3 ۰( 4یا ) رعمر ۷ 
xe A, > y= f(x)e f(4,)‏ 
(رش) ۰( ء()/ y=‏ ج ۱ ۷ - 
۱ ( د 4)/ ع(2)/ دنر جه دك ع 
زوكق) رن( مارت رركقك برك ) [ > 
(۲) لثبرهن العكس ؛ أي أن الطرف الأيمن محتوى في الطرف الایسر : 
0000" 


ye NADIA: ۷‏ 
(رد) [< ۲ 3 ر ۸ 6 ۲ 3 جد (دش) ye‏ 


۳ 


Ix Vx نر د رخن 4 ع‎ f(x Jvy= f(x) = ye /) 4 ب‎ A») 
> ۸ (ر در ش) رك (وش) ند(‎ 
. من (۱) ۰ (۲) يتم التساوي‎ 
(111) ۷۲۷ ۳۸ :(دشی‎ 3 ۸  جمشر‎ 3 « < f(x) 


A جه‎ ye ك)/‎ (/)۸4( 
xe A, > y= f(x)e f(A 


توبن f(A‏ (۸۰ ,12۸ ج 


(,۸4)ع() دمر جد A4,‏ ۳ 


(iv) ۷6/۲8 (۰3 ۳8, (3 > 


وفق تعریف (,8)' / و نب جد جيه 


(v) Vxe A, :y= f(x)e )۸4,( 


وهذا يقتضي بالضرورة أن ((,4)/) “رع لأن 
تعريف الصورة العكسية محموعة إ(,4)/ € رہ (#«اثر ۲6۸۱۲( ۱۸ 


(۱) لنبرهن أن الطرف الأيسر محتوى في الطرف الأيمن : (vi)‏ 
y= f(x)‏ د رصع 3 :( رقم ۷108 
تعریف ((8)! / 8)* >xef‏ ,2( 
تعریف (ر8)' / (82)* رع جب + 


31 18 مل 8 1ع« ج 
BS 8‏ [ع( ,8 ۱8ج 
(۲) لنبرهن العکس ٠‏ أي أن الطرف الأيمن محتوی في الطرف الأيسر : 
و f(x)e B, A f(x)e‏ = (رظ) (B,J) => xef (B,)Jnxe f‏ رصمل 8) xef ١‏ 
عل سرا 1:7 f(x)e BB, => xe f (B10 B»)‏ > 
(وظطصرظ)  f 1)8(67 KB,)s‏ > 
من (۱) ۰ (۲) يتم البرهان . 
وبطريقة مشامة لرهان الفقرة (ز) عکن برهان الفقرة (711) 


۹ 


(v111) xe f (B1) > f(x)e 85 > f(x)¢B, >× ¢ )8,( 
> xe(f "(B,))’ (1) 
xe(f (B,J = x¢ ۱)8,( => f(x)¢ B, = f(x)eB' 
> xef *)8,( (2) 


من (1) ۰ (2) نستنتج أن 7)8 /)=(81)* ٣‏ 


3-4 أنواع التطبيقات اا 
تأمل 'المخططات السهمية الآتية ثم اجب عا بلي 


ر( هل كل مخطط منبها عثل تطبيقاً ؟ وحدد المنطلق والستقر والمدى في كل حالة . 

(ب) في المخطط )١(‏ + هل يوجد 7 جيث يكون بر صورة لعنصرین مخلفين من عناصر 
4 ؟ ان مثل هذا التطبيق سمى تطبيقا متباینا (احاديا ‏ واحد لواحد) [07 1njective‏ 
[One to one, 1-1‏ 

(ج) في المخطط (۲) » هل يوجد 8٤ر‏ محيث يكون « ليس صورة لعنصر واحد على الاقل 
من عناصر ۸ ؟ (أي هل يوجد 8ع بحيث يكون («۶/0:« من أجل ۸ . ان مثل 
هذا التطبیق سمی تطفا غامرا (شاملا .قفا or Onto]‏ ۱۲۱66۵۱1۷6 ] . 

(4)3 ف امحخطط (۳) اجب عن السؤالين (ب) ۰ (ج) ماذا نلاحظ ؟ إن مثل هذا التطبیق یسمی 
تقا یلا (آو تناظر | احادیا) or 1-1 and onto]‏ 18116011۷6 ] . 

ره في الخطط (4) أجب عن السؤالين (ب) ۰ (ج) ماذا تلاحظ ؟ إن هذا التطبیق لیس متباينا 
ولا غامراً ولا تقابلا . 





۹ 





تعريف (8--8) 
اذا کان 8+-4:/ تطبیقاً فاننا نقول ان : 
 )۱(‏ تطبیق متباين إذا تحقق الشرط الاني : 
و = ,۲ << (ر<) [<( ,)1 (أو و6 عجو x,‏ > (و2) رغو (,<) / ) 


(؟) / تطبیق غامر إذا كان 4(=8)/ » اي أن مدی ۶ يساوي الستقر (وهذا یعنی أنه 
(x)‏ [< ( د ۸ عع 3 :۷۶۳۲ ۷۲). 


(۳) ۶ تقابل (أو تطبیق تقابل) |ذا كان متبايناً وغامراً . 

مثال (4--8) 

لیکن 2+ ۲:2 تطبیقاً معرفاً بالشكل : 1+«( 

0( ادرس هذا التطبیق من حیث کونه : متباینا-- غامرا - تقابلا مع التعلیل . 

FLT FF OOD FPN FOI )( (ب) أوجد‎ 

ی أرسم خا هیا شخ فد صور العناصر 7 حیث 2>*>2- وئ التطبیق . 
(د) هل " / تطبیق من 2 ال نفسها ؟ وإذا كان الجواب بنعم فا کتب تعریفا للتطبیق * . 
الحل 

() از تطبیق متباین لانه : 


و2 ,×> 1+ و ع 1 + :f(x,)=f (x) 5> x,‏ #ع رع , ,+« ۷ 


۹5 


رب ) 


(ج) 


رد 


ار تطبیق غامر » لأن كل عنصر من عناصر المستقر هو صورة لعنصر من عناصر المنطلق 
(مجموعة تعريف ث/ ) [إن ×٤2‏ هو صورة العنصر 16#2-< وفق / لأن 
:ع 1+(1(<)5-1- :)7 وفق تعريف 7 ]. 

ولا كان / متبايناً وغامرا فهو تقابل . 


وفق تعریف / 1-6 + 5 (5) (i)‏ 
4 0 کر 1- 71 )11( 
وفق تعریف الصورة العکسية لعنصر (1-) <(۱)0 7 (ii) f‏ 
(iv) ۲۱1, 7((< ۲0, 6۱‏ 
بت 2 1 0 1 2- تک 

| + Û # لي‎ 
a اب‎ () 1 7 3 2 


نع » لأن ۶ تقابل وهذا يعني أنه لكل عنصر في المستقر صورة عكسية وحيدة في المنطلق 
وبالتالى فان 7-1 هو تطبیق تقابل اشا ويمكن تعريفه كا يلي : 

لما کان 1+ ×=(×)/= رهو صورة العنصر × وفق التطبیق ‏ فان الصورة 
العکسية للعنصر :د اي (۱6- 7 + هي : 

بالتعويض عن × من © 1-ر=×=(ر)' / 

ولا كان ر عنصراً اختياريا من 2 فيمكن الاستعاضة عنه بالحرف × ويكون لدينا : 





#7 ۱:2 حيث 6-1( ل 


فثال (8--) 


لیکن + 7:1۲ تطبقا معرفاً کا یل xx? ٠‏ اي *ع< (د) [ . 


(0 


هل / تطبيق متباين ولادا ؟ 


وچ حل كر تیک كلمي و۱99 ؟ 


)=( 
(د) 


02 


(0 


هل ثر تقابل ولاذا ؟ 
آوجد مدی التطبیق کر آي (718 . 


لاع لآن = (ی/-( فثلاً 1- دا (1 -)-(1)] . 


۷ 


(ب) لا لان 0< **-()ر وبالتالي فإن جميع الأعداد السالبة في المستقر ليست صوراً 
(ج) لاء لان التقابل يحب أن یکون متبايناً وغامراً . 
)د( f(R)={yeR|y=f(x)=x*axeR}‏ 

f(R)={yeR |y >0} 

(0آن” ۲ < 
مال (۷-۶) 
(۱) ی الال (5-14) لو اعتبرنا الستقر هو احموعة (0) ب * =€ لكان التطبیق : 
 ]:8 +€‏ حيث ۶«-(۲0 ۰ غامراً فقط » لاذا ؟ 
(۲) يي الثال (5-4) لواعتبرنا منطلق ز (محموعة تعریف / ) هو المجموعة (0)ن 6-8 
لكان التطبیق 6]+-0:/ ۰ حيث 5*۶( ۰ متبابنا فقط لاذا؟ 

(۳) ي الثال (۲-4) لو اعتبرنا النطلق = الستقر- 8۲ لكان التطبیق ۰ 


f :R ۲‏ » حيث ۶«( تقابلاً» لماذا ؟ 


Composition of Mappings تركيب التطبيقات‎ ٤٠٤ 


ادا كان f:4+8‏ » 8+0:و تطبيقين > وقابلنا کل عنصر ×٤4‏ بالعنصر 
2-1-۲ فاننا نكون قد عرفنا تطبيقاً ۴ من 4 إلى > . سترمز لهذا التطبیق بالرمز 
8-9 ونسميه «مركب التطبيقين / » 9 » (کا يسمى أحياناً حصل التطبيقين او تابع التابع أو 
دالة الدالة) . إننا نستطيع التعبير عن مركب التطبيقين كا هو موضح أدناه : 








۹۸ 


مثال (-۸) 


اذا كان وس قوستو تطبيقين حيث 1+ ۶ 2( ۵ 1 - << ()0 فاو ۰ 


ا( تعريفاً لكل من التطبيقين و » و٠‏ وماذا تستنتج من ذلك ؟ 
وس) تحقق أن (90/2)2) ۶ (2) (وم/) مستخدماً الفقرة (أ) . 
(<) اد "کل مد FF PF‏ ومن Eg‏ 


اخل 








(9f) (۵) 0( وفق تعریف ۶ (1 + دوع‎  )( 
=)» +1(-1= × )1( وفق تعريف و‎ 
(f*9) (*)=f (g(x) =f (x—1) 2 ولق فرت‎ 
وفق تعریف 1 1+ *(1- ر)<‎ 
رت‎ 2 2 (2) 
من (۰)1 (2) نستنتج أن ورعرهءی آي أن ترکیب التطبیقات لیس إبداليا قي الخالة‎ 
. العامة‎ 
)0۰1( )2( 9) 2(( - 22 - 4 )1( (ب) باستخدام‎ 
)/59()2(-/)0)2((-22-22+2-2 ۰ 02( باستخدام‎ 
وهكذا نجد أن (2) (۰۵/) ع (2) (/هو)‎ 


ب سنعرف التطبیق ۶ بالشکل : 72-۶ ۰ كن بالشکل کک ردير ررد ر 
وعكذا . . . ستعرف الع رز بالشکل : كر ردير 
بعد ما تقدم یکون لدینا : 


تعریف / (1 + 2 = f(f(x))‏ = (۰[(6۵)< ( ل 
تعريف f‏ مرة احری 1+ ”)1+ (x‏ = 

2+ ×2 + “× = 
ومن حم فان 2-5+ (1-)2 + *(1-)-(1-)ةر 
وبالثل : (1- )و (0)و)و- (9()۵ ۰ و)- ()*9 
تعر ينف 0 =(x—-1(-1‏ 
تعريف و مرة أخرى 2- ×= 
ومن ثم فإن 3--1-2- -(1-)2 
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نظرية (۶--۲) 
أن عملية رک التطسقات محقق حاصه الدمح ج (التجمیع ) اي ادا کانت 9 


1/ 
ب[ جص نج 2 ۳۳ تطسيقات فان : 


۰۱ 1)9 ع زه (و15) 
البرهان 
من الواضح أن مجموعة تعريف التطبيق المركب /۵(۰:) هى المجموعة 4 . وأن مجموعة تعريف 
التطبيق المركب (/۸۰)۵۰ تساوي مجموعة تعريف التطبيق /0۰ ۰ وهذا بدوره مجموعة تعريفه هي 
المجموعة 4 ۰ وهذا يعنى أن للتطبيقين ۰۵(۰۶:) و (/۸۰00۰ مجموعة تعریف واحدة لذا تحقق 
الشرط الأول من ماري طفق ويتحقق الشرط الثاني بطريقة ماثلة » حيث نجد أن المجموعة 
2 هي مستقر التطبیقین /0۰9(۰) و (/۸۰/۵۰. أما الشرط الثالث فیتحقق اذا أثيتنا أن : 
))(X)‏ ره ٠)‏ )ع (0(۰()3۰ 4:0۰ Vxe‏ 
ان (1) ل (((»*) ر)0)! ((n<g)*f)(x)=(h*g)(/(*))=‏ 
وان (2) —— (((*) f (x))= h(g( f‏ و):! > (:<) ((كره 9) 5)) 
من (۰)1 (2) نرى تحقق الشرط الثالث » وبذلك تم برهان النظرية . 





فثال 4(7 


۱ / ۱ ۱ ظ 
اذا كانت جح وج 9 وجل م تطبيقات معرفة کا يل : 


h(x)=sin x « g(x)=2x ۰ f(x)=x +1 
(hog)of = 5 )9 مق أن ( ره‎ 


((n-g)-£)(x)=(h-g)(f(*))=(*g)(+ +1) .  فیرعت‎ 
=h(g(x+1))=h(2(x + 1(( 9 تعريف‎ 
= 5110 2) + 1( -)1(7 تعر یف‎ 
(no (g°f)) ()=h(gf)(x))= h(g(f (x)= )وا‎ + 1)= h(2(x + 1)) 
= sin 2) + 1( — )2( 
. من 0ء (2) نجد أنيا متساویان‎ 


تعريف )١—٤(‏ 
اذاکان 4+4:/ تطبيقاً » حيث *-(۰/0 فإننا نسمي مثل هذا التطبيق الذي يرسل كل عنصر 
من 4 الى نفسه 5 ۸4 « التطبیق المطابق ) ۳ التطبیق اخاید Identity map‏ > ونرمز له 

بالرمز 14 أو 1 إذا لم يكن عة التباس . 
نظرية (4--۳) 
اذا کان 8ه4:/ تقابلاً > فان 1-/ هو الآخر تقابل من 8 إلى 4 » کا يكون : 


1 حر 1= =f ef‏ ره [/. 
البرهان 


لا كان / تقابلاً فان كل عنصر من عناصر 8 هو صورة لعنصر وحيد من عناصر 4 . (ويكون 
4(=8)/) وهذا یقتضی بالضرورة أن تكون الصورة العكسية لكل عنصر من عناصر 8 مكونة 
من عنصر وحيد من عناصر 4 . أي أنه 
(۵) 1 ده د4 ع2 3 :8 ع5 7 
وهذا يعنى أن 7-۱ تطبیق من 8 إلى ۸4 . وبفرض أن  ,‏ رة صورتا ,۵ ؛ وه عل الترتیب وفق 
رمع >a,‏ (و ۱)0‏ [<(,ظ) ‏ / 
رلاذا ؟) (و۵) [<(,۵) له 
ولع اب 
ادن "۰ 7 متباین . 
ولا کان ۸-(۱)8-/ «لاذا ؟) »> فان !"۶ غامر . مما تقدم نجد أن ۶٩‏ تقابل من 8 إلى 4 . 


كا نستنتج أن (ط)1- وح (۵) =f‏ . 


۳ ۵-۸ <() ۲ <-(۲)/)۵ <(ه) زه ۱ 7 ۸ عه ۷ 
ادن بر ۰ . 
(ب) (ط)ر (a)= b=‏ رع (0) ۱ )[<(0) 1 إزمل: 8 ع5 ۷ 


اذن وآ=" زه. 


ری رفرض أ ۵ صورة ۵ وفق ۴ . .إن درم" تو ۸:۶ ۷۵2 
a=1 )( 1)0(‏ = 


٠٠ 


صفحة ۱۰۲ : وكذلك (بفرض أن الصورة العكسية ل4) 
)4(0 احه =) 1(a))=f (a‏ - ۱۲۵ ]۸:۰ ۷ 
ما تقدم نستتج أن ۱۰۲-۰۳۱1 
مثال (5 )٠8١‏ 


إذا كان ؟ ٠‏ و تطبيقين معرفين باخخططين السهميين الآتيين » فعين أي ما بلي يشل تطبيقاً مع رسم 





چ 
(ل) را (ن) * 9 ن گە ff )۷( f‏ 
(v)‏ ۰9 و (vii) fog (vi) gog’ (vi)‏ زهو 


08 “ر تطبيق مخططه السهمي نفس الخطط السهمي (أ) بعد عکس إتجاه الأسهم . 


ا لحي تطبيق مخططه السهمي نفس اطاط السهمي (اب) بعد عکس اتجاه الاسهم . 
(iii)‏ إن 7" ل تطبيق من 4 إلى 4 نفسها كا يتضح من الخطط السهمي الآتي : 





() إن اه تطبيق من 8 إلى 8 نفسها كا يتضح من الخطط السهمي الاي : 






() ۰ (0) نتبع نفس الطريقة المعمول بها في كل من الفقرتين (لف) ۰ (60 فنجد 
1< ومودوه* و 

(نة؟) إن ود تطبيق من 4 إلى .8 لأن ۸ -(0)4 ومن ثم نطبق ۶ على (4)و فنحصل على 

8 -(۸)[- ((9)4)/ وحططه السهمي کالاني : 





(ذنذد) ان لهو لیس تطیقا من 4 إلى نفسها لآن 8 <(۶)۸ ولکن (9)8-((9)/)4 غير معرف 
راي أن صور عناص 8 حت ائ الط و غير معروفة لدينا) . ات هذا المثال آفاد ۴ الا مر نت 


الا من : 


(أ) جاء لیوضح ويحقق ما برهناه في النظرية (۵--۳) . 

رب) اذا کان 4+8:/ 0:0۵ تطبيقين فان 9۰۶ يعين تطبيقاً من 4 إلى 2 عندما یکون 
مستقر / يساوي مجموعة تعریف (منطلق) و أي عندما 6<8. 

تعريف (4- ۷) 

ادا كان 4+8:/ تطبيقاً حیث یکون 8 > (و) <(1)۸ اي انه : 8 6ور («)ر: 4م ع ۷ فاننا 

نسمي مثل هذا التطبیق «التطبیق الثابت . 


۱۰۳ 


نظرية (55) 

. إن تركيب تطبيقين غامرين تطبيق غامر‎ )١( 
(؟) إن تركيب تطبيقين متباينين تطبيق متباین‎ 
. إن تركيب تقابلين تقابل‎ )۳( 


البرهان 

۳ 1 0 ۷ 

بفرض ) جمست ‏ مت ۸4 يكون لدينا : 

(۱) 40-8)/ لان ۶ غامرء ©-((4)/)و-(8)و لأن و غامرء ومنه نتتتج أن ۵۰۶ 
غامر » حيث وجدنا <(۰[()۸4ه). 

(۲) لنفرض أن (0:(),(<)۵9۰[()۸) فیکون لدینا : (ر)/)0-((,۵)0 ولا کان و 
متباینا فان (۲2)/-(,») ولکن ۶ متباين ایضا ؛ ادن ر×= ,× وبالتالي فان 9۰1 
متباين . 


7( (۱) : )۳( واستنادا على تعریف التقابل نستنتج ان 951 تقابل عندما یکون کل من 
cé f‏ 9 تقايلا . 


عارین (۸--۱۲) 


(۱) لحن (۰۸<)1,2,3:4,5 ([۵,8,6,4,6) 8 بين آي من العلاقات الائية تکرن تطعا 
وحدد محموعة تعریفه ومداه » واذکر سببا واحدا على الاقل في حالة کون العلاقة ليست 


(i) 16 {(1, e), (2, 4( (3, €), ایت‎ 0) 
(ذذ)‎ 6 ))1, 6(, )2, »(, )3, 6(, GD) )5:0(( 
(i) R= ))2, c), (3, d), (4, 4(, (5, e)} 

(iv) R d), (2, e), (3, e), (4, a), (2, Pb); 
)۷( R={(a, 3), )8, 3), (c, 3), (@, 3), (e, 3) 


(vi) R= {(a, 1), (c, 3), )4, 4), (d, 5)} 


(۲) ارسم مخططا سهميا لكل علاقة وردت في القرين )١(‏ . 
مع اذا کانت 8۸۶8۶ فين ما اذا کانت © تطبقا ام لا مہ مع التعليل في كل من الحالات 
الاتبة : 


۱۰ 


)1( R= {(x, y)|x, ye R عدم‎ +۶ < 16۱ 
(1) R= (x, (|, ye ]3 م‎ 3x - 2-6 =0! 
(li) R= {(x, y)|x, yeR aA x? + 72 < ز > 0 م 4 >> بر >> 4- م16‎ > oo} 
: ره ليكن ۸ تطبيقاً معرفاً بامخطط السهمي التالي‎ 
| ) 42-4, وص (0 ,۵) < ۸4 » [إ.ك‎ 
B= 0,4 < B,={m,p,q} 





FA FF Û 

رب (ر 44( ۰ (ے4) ںا( ۶)4 وقارن بینہا . 

دی (2 ۳)44 (2 0)4 (,4)/ وقارن بيهم . 

ره 08 )B,‏ £ (ي8)- ')B (uf‏ ۶ وقارن بینہا . 

دهم BAB)‏ ۰ ريه )B (f‏ / وقارن بينهما . 

ری هار (,7-04 وتحقق أن ((,4)/)' ,۸ . 

ن ۶-۰ ۰ ((يه)'- )7 وتحقق أن وظ>((:۱)8 /10. 
(ح) ,108 ۰ (,۲"*)8) وقارن بيها . 


(م) لك 2« *1:7 تطسقا معر فا على النحو الاي : 22-5 () [ 


(أ) مثل هذا التطبیق جزئياً عخطط سهمي تظهر عليه صور الاعداد × حيث 
0 >> × >> 4 . 


(ب) هل هذا التطبيق متباین ؟ ولماذا ؟ 


١6 


(1) 


2 
)۸( 


آوجد 


(<) هل هذا e‏ غامر ؟ ولاذا ؟ 

رد هل هذا التطبيق تقابل ؟ ولماذا ؟ 

(ه) أوجد كلا قن ft FO: TIF‏ 

60 أوجد ((4- كبر )71 

لیکن ی کے ود ل_ چ تطبيقين معرفين كالآني : 
g)x)=2x+1 0-2‏ 

() عرف كلا من التطبيقين /60-,# › و« یا . 

(ب) أوجد كلا من (۸,)4 » (8:)4 وماذا تستنتج من ذلك ؟ 


و > e‏ ليكون لتطبيق ما / تطبيق عكسبي ۳۱ ؟ 

مد که ماقم تیا سيان مد 5 ال نفسها ولتکن > |5| اثبت أن از لامر 
ومن ثم / تقابل . إن أي تطبيق متباين و من مجموعة منتهية إلى نفسها يسمى تبديلا 
(تبديلة) لأن 6 على عناصرها لا بتعدی البادلة بين مواضعها فلا اذا كانت 
مد ا ات ووو فان و يكتب ال 


-) 2 عنم‎ 7 ١ 
95۱ ( 92) ۰۰۰ )و‎ 


احظ أن 5- [()و, ۰۰٠‏ ,(1)) =(8)و وأن(9)1 ۰ (002 :۵(۰۰۰۰ هي صور العناصر 
ews FESTA‏ لا على الترتيب . 


والان بفرض (5 ,4 ,3 ,2 5-0( 


وه خسري ۷ 

زبخ ل قو ی رشق اناق 

(ج) ۰9۰ وه o‏ يدي ۰ ۰ (وهز). 

(د) هو وققق أن ۱-۰۶7۱ (ودل) 
وي 04 “وال 

ی تحقق آن 1- ثره2/-وه3و 


۱۹ 


(4) اذا كانت لدينا التطبيقات الاتبة : 


(+* )رح ”×× : HR‏ :مر 
(«)موع دج 0 ن ۳ جرم ۲۲ :0 
h:R* HR : xx” =h)x(‏ 
(): ع 2# RHR : xx”‏ 


فادرس كلا منها من حيث نوعه (متباين ‏ غامر ‏ تفابل) . 
al‏ 
1-2 
غلا بأن (2)- 8 A=‏ 1)- ۲ 8 . 

اثبت أن ز تقابل » ومن ے عرف التطبیق *77 من 8 إل هه 


3 


(11) اثيت صحة الفقرة (۷) من النظرية (۱-6) . 





۰۱ لیکن 4+8 :/ تطبيقا معرفاً کا بل -(0)/ر 


۱۷ 


الباب الخامس 


Binary Operations العمليات الننائىة‎ 





۱-۵ بهيد وتعاريف 


قد د العلماء الر باضیون اجان نج عند ما بطرح علييم سوال ل من غيرهم عن مدى الفائدة 

التطبيقية (العملية) لنظرية ما في الرياضيات ومدی ارتباط هذه النظرية يحياتنا اليومية » اذ قد لا 

یکون جواب هذا السوال متیسرا ومباشرا کک عن کک یاد بخظ کے وك س 

نظرية قد برهنت » دون أن تظهر فائدة تلك الحلول على السطح إلا بعد وقت طویل قد يقاس في 
عض الاحیان بالقرون . وطذا فعندما ننظر إلى الریاضیات عب أن تکون نظرتنا هة ویصمة 

لني . نقول هذا وشن بصدة دراسة العمليات الثنائية (الاثنانية) وهی ال تعتبر قريبة من 

حياتنا اليومية » لاسما إذا عرفنا أن کلا من عملية الجمع والطرح والضرب والقسمة امألوفة ما هي 

الا عملية ثنائية عا ل مجموعة الأعداد الحقيقية * 86 مثلا . ولكن هل هذه العمليات الأربع هي 

العمليات الثنائية الوحيدة ام أنها جرد حالات خاصة ؟ هذا ما سيحدد القاری جوابه بنفسه من 

خلال دراسته لهذا الوضوع . 

تعريف (ه١)‏ 

إذا كانت 54 وأمکن تعریف تطبيق / من مجموعة حاصل الضرب الدیکارنی 5×5 إلى 

امجموعة ۵ نفسها » قلنا عن / إنه عملية ثنائية على (أو في) 5 » ويستعاض عن رمز التطبيق / 

بالرمز « * » (ويقرأ نجمة) . 

ملاحظات 

(۱) نستتتج من تعریف العملية الثنائية * على 5 أن +S‏ ۹<*5:* تطبیق محموعة تعریفه 
احموعة 3×5 ومداه محتوی في امحموعة 5 اي ان 5 ت (5< 8)* . 


((,)* حيث يكون بالطبع > ۶( ,)+ 


۱۰۸ 


(۳) تستخدم رموز عديدة للعملية الثنائية غير الرمز « + » کالرموز ۱ ۰۷۰ 0:0 ۰ . . .الخ . 

ری اذاكانت 5 عملية ثنائية على 5 » فاننا نقول أحياناً إن 5 مغلقة بالنسبة للعملية * (أو 
3 مغلقة » إذا لم يكن نة التباس) » أو نقول إن * عملية مغلقة اوإن * عملية تشكيل 
(او تركيب) داخلي . 


تعريف (۵--۲) 
اذا كانت #عد5 وكانت «  *‏ عملية على 5 » ليس بالضرورة أن تكون + عملية ثنائية > 
فاننا سنکتب ذلك بالشکل ( *,5 ) ونسمیه نظاما ذا عملية ونعیی بذلك أن : 5-7 6: * 
لی ولکن لیس بالضرورة أن یکون مداه حموعة چ من 5 (أي قد محدث أن بكرن 
۵ 1). 

فاذا كانت 7-25 قلنا ان النظام (*,5) مغلق (أو ذو بينة جبرية) ۰ اما إذا كانت 
25 فاننا نقول إن النظام ( *,5 ) غير مغلق . 

لاحظ أن قولنا «ان النظام (*,5) مغلق» يعني عاما قولنا إن العملية * ثنائية على 5 
وقولنا إن النظام (*,5) غير مغلق يعني إن العملة * لست ثتائية عل 5. 
بعدما تقدم نورد الامثلة الاتية : 


مثال (۱-۵) 

اذا كان (*,0 نظاماً ذا عملية > حيث * معرفة كما يلي : 

بر + جز حبر * بر : 2 عا ۶ (x, ye‏ ۷ . فن الواضح أن العملية * ثنائية عل 7 لأن * نعي 
عملية الجمع العادي « + » على 2 ومعلوم أن حاصل جمع أي عددين من 2 [أي حاصل جمع 
العد دین الکونین الزوج ۸ [(x, yJeZ‏ هو عدد ينتمي إلى © ) ولدلك فان * تطسق هد 
2۸ ال 2 نفسها . وهذا يعنى أن النظام (+ ,2 مغلق . 

مثال (۵۱--۲) 

اذا كان (*,8) نظاماً ذا عملية » حيث * معرفة على النحو الآلي : 

ر٠×‏ = بر» « : 8 8 ء (ر ,») ۷ . فن الواضح أن هذا النظام مغلق لأن العملية * ما هي 
الا عملية الضرب الألوفة «۰» على المجموعة ۴ » ومعلوم أن حاصل ضرب أي عددین من 18 هو 
اة . 


۱۰۹ 


مثال (۵--۳) 

اذا كان (*,*2) نظاماً ذا عملية » حيث * معرفة على النحو الآتى : 

الا gm‏ كود 2( Nk‏ فد الواضح أن هذا النظام عير مغلق اي آن 
العملية * ليست عملية ثنائية على *2 ۰ وذلك لانه عندما تكون «< بر فان 0> ر-×x‏ وبالتال 
فان *#ر-× أي أن مدى العملية * غير محتوى في *2 . ونعبر عن ذلك بقولنا ان عملية 
الطرح «-» ليست ثنائية على *2 أو ان النظام (-,*2) غير مغلق . 


سؤال 
۱ النظام (- , 2) مغلق مع التعليل ؟ 


مثال (۵--8) 


بين أي من الانظمة الآتية یکون مغلقاً مع ذکر السبب : 
() (*,2) » حيث * تعني عملية الطرح «-», على 2. 
(ب) (*,*20) > حيت * تعنى عملية القسمة «+» على *0. 
(ج) (*,2) » حيث * تعنى عملية الجمع و عل ب) . 
ال 
( إن النظام (-,2) مغلق لأن العملية «-» ثنائية على 2 لأنه : 

V(x, #ع (مر‎ ۸: - yet 
: (ب) إن النظام (+ ,*0) مغلق  لأن العملية « +» ثنائية على *0 لأنه‎ 

۴ 0/6 ح برج عر: * © V(x, (6 © * x‏ 

چا إل لنظا م (+ بن)) ملق » لان عملة الجمع ۱ ننائية على € لاله : 

باع 2 + ج : ز) »ا 2) ء ('2 ,2) ۷ 

لا دش نه بوضع وم + عر عدج (ا + <2 حيث ۲ يكون لدینا : 
اع( + )1 +( + »ر) ح 2 + 2 

ادا كانت ۵ ج 5 وكانت العملية  (‏ ) عبر معرفة ماما على 5 اي لا چو شروط التطبيق ۳ 
5*5 إلى مجموعة ما 7 فاننا لن نعتبر الزوج (*,5) نظاماً ذا عملية » وحينئذ فن الأولى أن لا 


۱۱۰ 


مثال (۵--۵) 

و إن (+ ,۵) ليس نظاماً ذا عملية لأن عملية القسمة « + » غير معرفة من أجل العناصر 
x 0)‏ 40 ع(0 (x,‏ ¢ آي آن وخا لیست تطبیقاً من ل) < () الى 0 » حيث (/- برج ۲ . 

(ب) ان (*,2) » حيث * معرفة على 2 كا بلي : 
V(x, (۸ xZ:x*y= )«< + y)/(y—1)‏ ۳ لسن نظاما ذا عملية لأن صور العناصر 
لعن شر عة وھ ددع اقل فان * لیس عقا عن 22 ال 2 : 


تعر یف (۵--۳) 
اذا کانت * عملة ثناية .عل 5 عفن الشرط الآي : 
د ۱  <‏ ۷ ۲ : ۵ 6 ,و VX,‏ 
قلنا ان * عملية ابدالية (تبديلية) 6726105م0 Commutative‏ . 


تعریف (ه 5) 
اذا كانت * عملية ثنائية غلى 5 تحقق الشرط الآني : 
(2 ۷۸ ) ۳ ع 2 ۷(۷ *<«) :9 26 VX, yJ,‏ 
قلنا ان * عملية داجة إتجميعية) «ناهتع00 ۷6ذاهنهه‌دد۸ وعندئذ بالامکان إهمال الاقواس 
کلبه وکتابه ذلك بالشکل ۷۴2 . 
تعریف (۵8--8) 
إذا كانت * ععملية ثنائية عل ۵ فاينا نقول أن ١‏ لعنص 5 عه عنصر محايد اکن بالنسية للعملية * 
اذا حقق الشرط الان : 


باح 2 0۱۷ : 5 ع بر ۷ 
کا نقول عن 5٤ء‏ انه عنصر محايد یسر اذا حمق الشرط : 
دع عر ۵:0 عع ۷ 
ونقول عن ۴٤8‏ انه عنصر محايد Element‏ ۲06۴8۱۸۷ ادا شق الشرط : 
#د  <‏ بام ح م :8 ع عر ۷ 
تعر بف (همث") 
إذاكانت + عملية ثائية على 5 وکان 5ع» عنصراً محایدا أيمن فاننا نقول عن العنصر 5ع*"ع 


۱۱۱ 


أنه نظیر (معکوس) آعن للعنصر 5ع* عندما کون : 


مع کر اعد 


أما ادا كان 5٤ع‏ عتص | محایدا ايسر فاننا نقول عن 25" انه نظیر ایس للعتضیر ٩‏ ندما 
يكون : 

WK 
إنه نظير العنصر 5ع۰* عندما‎ × ٤S أما اذا كان 5ع» عاض أ محايداً فاننا نقول عن العنصر‎ 
: کون‎ 


- 1 


xxx 1 يرع‎ «x= e 


نظرية (ه١)‏ 
اذا کانت * عملية ثائية على 5 وكان ٠65‏ عضرا غايدا بالنسبة للعملية * فان # عنصر 


وجك . 


البرهان 
لفرض أن 5 عنصر ايد آخر فیکون لدینا : 
(3-ب ود ويم لان © عنصر محايد فرضاً . 


)2( مح 6 6 لأن ع عنصر شاید لاش 





من (1). (2) نجد أن 6ح © , 


نظرية (۵--۲) 
ادا کانت * عملية ثنائية دامحة على ۵ وكان 65 ۶ هو نظير 5ع فان + ۲ عنصر وحيد في 
احموعة 5 
البرهان 
نفرض أن 5ع* 7« نظیر آخر للعنصر 5ع* فیکون لدینا ۰ 
)1( 7 تود روود (Rx)‏ 
RE )2(‏ = زوين ادير 


من (۰)1 (2) نجد إن ی بر 


۱۷ 


مثال قاع 
اذا كانت * عملية ثنائية معرفة على 7 كا بل : 
بز + ع2 < بر ۷ V(x, (۸ xZ:x‏ فاجب عا بتي : 
(أ) أثبت أن العملية * ليست ابدالية . 
(ب) أثبت أن العملية * ليست دامحة . 


فد آوجد کلا من () ۰-32 3-*2 وقارن پا 

REO ۳-1۸30 6‏ وقارن kk‏ . 
(د) ادرس وجود عنصر محايد این » ایسر » محايد . 
امحل 


)0( تعر يف * بر ع2 < ز 7:۷ Vx,‏ 
6 ۷ ۷ حت 


وهدا يعبى ۱*۲ و از * أي أن * ليست ابدالية . 


(ب) تعریف *:2 +( + )2 ح 2 ۷( 26:۷ x,y,‏ ۷ 


تعر يف * :2 + [بو+ع«2]2 - 
+z 0‏ 2 ل برك = 

تعر نش + :)2 (y*‏ + 2 ع زج XxX#*(y*‏ 

تعر يف * 2) 4+2 2+ 2x‏ = 


5 ۵ ۰ © نجد أن * لست دا لان (2 *بر) * عوج *(بر*<) (رغم تساوي الطرفين 
عندما 2-0 ) . 
(جح) () © 4--2+(3-)3*2-2- › © 1-(3-)+22-<3- *2 
من © ۰ © نجد آنهیا غير متساويين ما حقق أن * غير ابدالية . 
© 0-2-+33+(0-2]2-1+(1*3(*0-2-1+3-) 
)11( © 0-4 2.3 +2- -3*0 +(1-)2-(1*)3*0- 
من ۰0 © نجدأ نها غير متساويين ما يحقق أن * غير دامحة . 


TIT 


رد لنفرضص أن ۸ عنصر محايد أعن فكون لدینا : 


وف تعربف © (1) #د حدم +# عر : 27 م ۷ 
وفق تعریف * )2( ع + 2 < م :1 


من [1) ع (2) خد أن +×2=× ومنه «- = وهذا يعنى أن © متغير ولا يحقق 
خاصة العنصر الحايد الأيمن إلا من أجل العناصر الى من الشكل : 
2( - ,×) حنت بکون عند ها اع (- ) + 2 x*(- x)=‏ أما العناصر 
xZ‏ مع زع - (yv,‏ حيث *7 فلا تتحقق خاصة العنصر اشحاید الااعن مر اجلها جت ل : 


ر (×-)+(ر2=(×-)*ر وبالتالي فانه لا بوجد عنص محايد 


ان بالنسبة للعملية * لعدم تحقق تعريف العنصر الحايد الأيمن . 
والان للفرض آن 6 عنصر محاید ايش فیکون لدینا : 


وفق تعربف © )1( << 6۷ : 27 ۲۷ 
وفق تعریف * )2( erx=2e+x‏ 


من (1) ۰ (2) نجد آن +26 ومنه ۰-0 وهذا یعنی آنه بوجد عنصر محاید أسر بالسة 
للعملية * الا وهو الصفر . 

لا كان من التعذر وجود عنصر محاید أيمن بالنسبة للعملية * فانه لا بوجد عنصر محايد 
للعملة * . 


(ه) لا كان من التعذر وجود عنصر محايد امن فانه لا بوجد نظير أيمن لكل عنصر 27 › 
وكذلك لا يوجد نظير حيث فقد النظير الأيمن » بق أن ندرس إمكانية وجود نظير آیسر . 
لنفرض أن فاك عو اتير این للعتضر #ع فيكون للع : 
تعریف ۰ ۶ 0 عدم عم ۰۷ x‏ 


تعريف ‏ * 2( رد 2-1 - 


من (1) 6 2 نجد آن 0حدير +1 2x‏ ومنه 2/2 =1 × ع ولكن #2 ر/د- دوما › ثلا اذا 
كانت 1=× فان 2#72- -* »ء وبالتالي فإنه لا بوجد نظیر أيسر لكل عنصر في 2 بالرغم من 


۱۹ 


سؤال 
لو استعضنا عن 7 با مجموعة © ف الثال (-) فهل بوجد تظير اسر لكل عنصر اق ۵ ۴ 
قلاها ۴ 


مثال (۵--۷) 


ل (* ۴ +1( نظاما دا عملية صت ۲ << #۷ لکل * Xs yeR‏ اذوه العملية * من حت 
کونها (۱) مغلقة (عملية ثنائية) (۲) ابدالية (۳) دامحة . 


ال 
(۱) ان * عملية ثنائية على ail R^‏ 0 ع*ر در »ير :+ 8 عمر Vx,‏ 


(؟) ان * عملية غير ابدالية لأنه ليس بالضرورة أن یکون : هرد لان : 


ع 


«× جر داعا . 


(۳) ان * ليست داعة لانه اذا كانت * 2218 ,نز ,د فانه یکون لدینا : 


)1( “لاج ج 2 + برح 2 ۸( ۷ ع) 
۵ و *)(*2(*=)2*ر) زع )عع 


وواضح من (1) ٠‏ (2) عدم التساوي . 
ملاحظات 


(۱) في حالة وجود عنصر محايد أيمن فقط (أو أيسر فقط ) بالنسبة لعملية ثنائية على مجموعة فانه 
لا يشرط آن بکون هذا العنصر اشاید وحیداً . 

(؟4 إذا وجد عنصر محايد أيمن فقط (أو ایسر فقط) بالنسبة لعملية ثنائية على محموعة وکان لكل 
عنصر في هذه احموعة نظير أيمن (أو نظیر أيسر) فلا یشترط أن یکون وحيدا . 

۵ سگرن ااا جا أك لدرابة عشي الانظمة العلقة زالبتی ال الى كن فيا 
عنصر محايد ۱ اي ان العنصر امحاید راد وحد) فهو أيمن وایسر في أن نوا » وكذلك 
الحال بالنسبة لنظير کل عنصر (إن وجد) فيجب أن يكون أن وأيسر في آن واحد . 

4 اذا کان النظام (*,5) قا وکانت * عملية اعد وکانت ند و فان : 


و *( و * ,)ع و ۷ *8 21 لان *# داخه » وباست‌خدام نيك الاستم اء الرباضی 


۱۱ 


فانه يمكن تعمم ما سبق على النحو الاي : 


310100000 1 1 3 


وكحالة خاصة إذا كانت عي > ۰۰۰< ر×= ,× فسنکتب ما تقدم بالشكل : 


Xk ير بو ب جين‎ — x 7 1 ع عر جو‎ x 


() اذا كان (S,*(‏ نظاماً مغلقاً وداحا وكان لمعه عنصرا محايداً فيه وكان لكل 5 نظير 


ا فان 


(1) 


0 


مذ غ, أي آن العنصر انحاید نظير نفسه لأن : 

(1) 1-م-1-م«م +1 لأن © عنصر محايد . 
(2) »< 1 ۰ *0<ه *۰ 6 ؛ وفق تعر یف نظير م , 
من (1) ۰ (2) نجد أن م< ۱-» . 


(ب) ×= (' *) لانه بفرض أن × نظير × فان × يجب أن یکون نظير “× 


(ج) 


(د) 


(وهذا يعني ان علاقة «نظیر له تناظریة) » ولکن نظیر ‏ × برمز له حسب ما اتفمتا 
ال روديو ى با يقتضى أن یکون 4 (1- ينم دعر لان رت عب أن 
يكون وحيدا . 
اذا كان 2-585 سکب ۶۳ «) بالشكل : 

TR CS E CB‏ بر ابو 


تغرف مح ةير . 


إذا كانت 5۶4 مجموعة منتبية وعرفنا عليها عملية * فان النظام (*,5) يمكن تمثيله 
بجدول يدعى جدول العملية * وسنوضح ذلك بالثال الآني : 


مثال (۸-۵) 


إذا كانت (6,ط,4) =$ فان الجدول اجاور یعرف تماماً العملية * على 5 . وبتأمل الحدول 
نکتشت ان النظام (* ,5) مغلق لأن کل عنصر 3× 653(/,×) له صورة وحيدة هی ۲*65 
تقع : تقاطع السطر المار من العنصر × والعمود المار من العنصر ۷ فلا (b, ce S x S‏ صو ر نه 
«a‏ لان b*c=a‏ ` 


لاحظ أن العناصر المتناظرة في الموضع بالنسبة للقطر متساوية وهذا يعنى أنه : 


3 


۷ حت 1 ۷۵۰۷ 2 ۷۲ u‏ ا ان * عملية ابدالية . 


۱۱۹ 





ویفرص أن 5 عنصر محايد یکون لديا : 
حمق هذا الشرط أي أن 





د # م ح عر حدم #عر وق ع عر ۲ ) وواضح من الجدول أن العنصر © 
1 ح م. 
وبفرض "٤5‏ × نظير × يكون لدینا : 

×« بردو دع 1 بر #ر : وبالتفتيش ف الحدول عد أن نظر © هو 4 نمسه ون 
8 :© كل منیا نظي للآخر لأن »= ظ«٥=*ط»‏ کا يمكن احقق (بشي من العناء) أن 
العملية * داحة »> أي أنه : ۱ 


(۱ (2 ر )* x‏ =2*(ر*ze5:)x‏ ,نر ۷x,‏ ۰ واليك بعض اخالات : 


41 ادا كانت کر =× قن الواضح حمق تساوي طرق المتطابقة (1) . 

(ب) اذا كانت ۶2 ر × فان أحد العناصر هو العنصر الحايد وبالتالي فان تساوي طرفي (1) 
حتمى لأن + إبدالية . 

(ج) اذاكانت ۶2 فاما أن يكون (802-6- )مهد رح وبالتالي تساوي طرفي 
(1) » واضح فهو اما 6 واما © . واما أن يكون 2-۸20 لام <) 
وعندها يكون تساوي طرثي (1) » واضح أيضاً لأن كلا من الطرفين سيكون © أو 5 على 
الترتیب . 


” دراسة البنية الجبرية لمجموعة اصناف الباي قياس‎ ۲٥ 


لقد رمزنا نحموعة أصناف الباقي قباس 7 بالرمز ي » حيث (1- ,1,۰۰۰ ,0) =2 (ولتذ کر 
بعض العلومات حول انحموعة بر7 ينصح القاري بالرجوع إلى الثال (۳--۱) والئلاحظات 


الي تليه میاشرة) . والان لندرس النظام (#.2) ي النظریتین الاتیتین : 


ی 
م 


۱۱۷ 


نظرية (۵--۳) 
اذا عرفنا عل ے عملية جمع : نرمز لما بالرمز © > على النحو الآلي : 
بر + جاح 9 : مع نز Vx,‏ فان 


(۱) العملية © ثنائية على ,2 . 
(۲) العملية © إبدالية . 

(۳) العملية © دامحة . 

. © يوجد عنصر محايد ,26 بالنسبة للعملية‎ )٤( 
. )3( "7, نظير‎ ×٤2 لكل عنصر‎ )©( 


الرهان 


(۱) لا كان (+ ,7) نظاما ik‏ فانه #عم + ع« :۱6 ۷ وبالتالى فان العدد ۶۴( +) 
حیث ,۶67 وهذا يعني أن ,ر27-+» وهذا يؤكد لنا أن حاصل جمع أي عنصرین 
في ,2 هو عنصرينتمي إلى 2 ایضا . ولکن يبقى علینا آمر مهم وهو أن نبرهن على أن 
صورة العنصر ,2× ,5,7(62) وحيدة وهذا يعنى أن الصورة «+* يجب أن تکون 
مستقلة عن اختيار مثل الصنفين × › [ 4 وخعی آل ۾ أ أله التق +2 لا ر 
تغير ممثلي الصنفين ۰5 وفي الحقيقة فان هذا متحقق (ونقول عندها إن العملية © 
حسنه ار یف LiJ Well defined‏ لو فرصنا أن 7 رت لكان لدينا ۰ 


نطوية و 


=X ,ع« جه‎ RX بزح ريز جه‎ < 0+ qe # 0 ل‎ 
نع را‎ ey Ry ey, —y=q'm; q'eZ ۵ 


من ۰۵ 2 غد آن : 
y( = )4 + ( 0‏ = رن + (x, =x)‏ 
01 < (بر (٩+‏ )اجه 
(مر + (A)‏ ,ر٣‏ )جم 
وفق تعريف 6 © =x‏ ,8 © ,جه بود هرح ,بوه اجه 








۱۹۸ 


(؟) العملية © إبدالية لأنه : 


تعر يف @ بر + عرز © :: معز Vx,‏ 
لان + إبدالية في 2 #«جبر- 





تعریف © 3 - 
۳) العملة © داعة لانه : 


تعریف © 7 + << 92( ۳9) :ی 227 ,نز Vx,‏ 
تعريف © ع +(بر+ع) - 
لأن + داة في 7 (2 + یز )+ ×= 
تعر يف © x@y+z‏ = 
تعر یش © 7۵2 ) 16 - 


(ه) لنفرض أن ع2 عنصر محاید فیکون لدینا : 


تعریف 86 () 6-1 6 

تعریف © 6 »+« 

من ۰۸ ۵ جد أن 0ج جه + 
إذن 5 هو العنصر الحايد بالنسبة للعملية ©. 


(ه) ان 7-۶ هو نظر ۶ لان : 


تعر بف © x)‏ - )+ جرح m—x‏ © ع 
لادا ؟ 7 — 
0= 


)٤٥( نظرية‎ 

إذا عرفنا على 2 عملية ضرب » نرمز ها بالرمز © » على النحو الافي : 
× = ر ×= 762۲0۵ ,۷2 فان : 

2 العملية © ثنائية على‎ )١( 

(5) اس © دای 


(۳) العملية © دامحة 


۱۹۹ 


. © يوجد عنصر محايد ,262 بالنسبة للعملية‎ )٤( 


(۵) يوجد للعنصر ,034262 نظير ے٤‏ (*) عندما يكون 1-(7,*) » أي عندما يكون 
العددان × ۰ ۸" او فیا فادها : 


البرهان 


برهان هذه النظرية يشبه إلى حد كبير برهان النظرية (ه--۳) » ولذلك فسنختصر بعض 
الخطوات وممل كثيراً من التعلیلات للقارئ . 


(۱) لا کان 2٤ر×‏ فان 2٤ر×‏ والآن لشت أن ر× مستقل عن اختيار تمفل الصنفين * ؛ 
نز وذلك کالان : 
)1( 471 ع ع - ۲ جه =X‏ را 
(2) << ر- ,رجه << رن 
من [1) + (2) نجد أن : 
gg‏ =( = رنر)(- (x,‏ 
x = ۶‏ = از ×= ر را ج 
۴ و + ر 2x‏ - ,× + لر × =× ,ر ,× جه 
“171 407 +( ,ر xy ( + )x‏ ¬ ر )x×,‏ = 
۴ + ر = x),‏ + توعد (x,‏ = 
gym + q' xm + qq 171“‏ = 
(qy + + 0101‏ = 
gm‏ = 
ادن 7 = xy‏ و Xx,‏ 
07 = رن[ © ,جه ×= رز × جه 
(۲) العملية © إبدالية لأنه : 
yx = POX‏ < ود 0 ۲ 27 Vx,‏ 
(۳) العملية © دامحة لأنه . 


Vx, J, FEZ, :)۳0 (02 << 0۵ 


ل« 








۱۳۰ 


۷ 27 :xXOe=X O تعریف ع‎ )٤( 
=xe @ © تعريف‎ 
X= xe من © ۰ 2) ند آن 2-1ه‎ 


ای: ان 1 سو الق اغاف عا املة: القيرف ۵ ق: 3 

(ه) ليس لكل عنصر ×٤‏ نظيرء ولکن يمكن بات أنه إذا کان 70-1,*) فان له 
نظير رع 3-(2) . اذ من العروف فى نظرية الاعداد أنه اذا كان ۵(<1,) فانه بوجد 
عددان صحیحان ۵ : 8 مثلا غیت یکون 1عدسة +ع .. ولک : 


ax + bm - 1‏ جد 1 ع 07 + ax‏ 
رلان 0-ورم ) [ حوري ج 
تعر یف 2 1< 3 د) 6 ج 
(حيث 7 عنصر من ,© ) 1-2-7 () جه 


في النظرية (4-6) اذا كانت ٭ عددا آولیا فان کل عنصر ,02522 له نظير ,۵" () : 
وذلك لأن 1(" )x,‏ من أجل جمیم 24( . 


مثال (ه ةنع 


ادا اعطیت الانظمة ( ۰,9 /) 3 (0© ,عم 4 (0 ,:2( 1 (©,ى 2) 2 )© ,ی 7 < )6 و 1 
(۵ ,و2 ۰ (© ,2 ۰ حیث (0)- ,2-2 فاجب عا بلي : 


0( ارسم جدول العملية لكل نظام . 

(ب) إذا كان النظام غير مغلق فبين سبب ذلك . 

(ج) بين ما اذا كانت العملية العطاة ابدالية » دامحة في كل حالة . 

(د) هل يوجد عنصر محايد لكل نظام معطى ؟ وإذا كان الجواب بنع فعين العنصر انحاید لكل 
مہا . 

(ه) عين الأنظمة التى لكل عنصر فما نظير . وإذا كان النظام لا يقبل نظيراً لكل عنصر فأعط 
مثالا لذلك وعين العناصر الي ها نظير . 

(و) حل المعادلات الاتبة داخل النظام (0© ,ء #). 
(۱) 22-3 (۲) 2088-4 (۳) 30-1 5 01-4 


۱۳۱ 


۱۳ 


)٩-۵( حدول‎ 


جدول (هم) 


|] ۱۳ MO راز‎ IF en IC سا‎ 


لا »| قم _ © ۱54 يعر n‏ كير 





)| ت حسم |e‏ | ۱۳4 كير كبا 
TOIT OTO ۶‏ | 
كما (n | la O — YF ۲۳ IO‏ 
هذا ۱ ICY‏ هر IO ۱۶ NO‏ ۱۳ 
ال O O‏ ۱۴۳ ۶ ۱6۷ سس اسب | 


© | سم‎ ۳ ım ۱ Mn NO I 


۵ ۱ ۱۵ | بحر س حر سن ۱ = 
مر ICY ۱5 IT‏ صر lo I (O‏ ص 
٩‏ ۱۳ ۱ حير ۱۵ ۱۳ جيمر را ضما 
ا لخر حير كه -۱۳ وين صاز عب IF‏ 
۱ حسم ۱2 سار ۵ ا ۱ كم ler‏ 
بسب © ۲ شار صر عدر صا عا | يحم 
© ا ۵ ا ۱۵ صا يعر س ¬ 


IO I ۱ ۱ NO ۱‏ حير O‏ 
۱۳۰ ؤي كيذ 2۵| ا ۱۳4 سر بح حم 





)٤٥( جدول‎ 


جدول (۵--۳) 


ln ITF In ICY سا‎ 
IT يمر‎ ۱۵ IF I 
ma | ضر‎ ۱۵ MIO ۵ 


63 ۱ ۱1 IF © ICY IF 





زا ۱ كعم ۳۷| سم 
زا n YF‏ ۳ | | 


۲ كعم ۱6 ۱۳ | زا زا 





بهم يحم بم حى حير جر ۲ 
۱ ببس )| حيمر ۱ | م 
سر جر حيار سيد صر يح | ۱6۷ 

سب | 


خا ا ۱ صا ۱64 سب 
O — IO ۱۶ YF n‏ 
یات 3 


جدول (۲-۵) 


جدول (۱-۵) 


سم ۱ IO ۱۳۳ Irn‏ و 
بحر ۱۴ س | ۱۳ © le‏ 
كر حمر ۱۳ ۱۳ ا | 
O ۱۰ ۱5 ۸‏ بس | 


ها ۱۵ ۱ ۱5 ها 
جه مر O I IY‏ 





۲۱ بخر ۱۳ و2 ۱۳۳ و 


ا 
۱ 






لظ ۳۰| با ۱5۳ ۱۳۳ | ۱۳۴۱ 
۱7 ۱۵ ۱۵ ۱۶5 بسر | CY‏ 
2 ۳ ۱۳ بجر بم | ببس 
IF‏ ۷5 بحر سر IO‏ 


| | سر‎ ۱4 ۱9 ITF 


(ط ) احسب داخل النظام )® ,م كلد من 


23 )۱( 


۱ 
)1( ۰ )۲( 


3 


ف 


ع 


-3 453 


چ 


و 


سسا 


۳۹4 


9 


۳ 


=0 )5( 


تیه 


ا 


9 


و 


5 )۳( 


30 


داخل النظام © ۳ : 


(5 


= 


سا 


0 


| 


)ر( 


Ê 


إن الحداول (۵--۱) ؛ (ه”")»؛ 
ومسو 2s‏ 07۰ نييلت 


)۲--9( 6 )۵--9( › )8--8( ؛‎ ping 
(2,0) ,و#)ء‎ (۰06, O) ۰06: © 
فيمكن الحصول عليه من الحدول‎ 7 


سكلا ) وذلای ۰ بمجذف السطر الأول بو الأول منه رای استبعاد سطر وعمود 
الأصفار) . 


اما جدول عملية (© ,و 2) فيمكن الحصول عليه 


من الحدول (-16) ودلك باضافة 


سطر من الاعلی عناصره كلها اضقار وعمود من البسار عناصره كلها اصفار انها . 
(ب) النظام (28,0) غير مغلق لأن 2053-8-07 ۰ وکذلك النظام (2.0) غير 


(<) 
(د) 


(ه) 


(و) 


مغلق لأن م 204-8-542 


جميح العمليات © > © ابدالية ودامحة وفق النظريتين (۵--۳) » (۵8--). 
نے لأن 5 عنصر محايد جمعي للنظام (© ,,2) » حيث +62 وفق النظرية 


و 
وكذلك 1 عنصر محايد ضربي للنظام (© .ی » حيث *762 وفق النظرية (ه4) 


الأنظمة التى لكل عنصر فيا نظير هي (©,,) » حيث 7-5,6,8 وكذلك 
)25,0 


النظام ,(© ,و2) لا يقبل نظيراً لكل عنصر حيث 5٤2‏ ليس له نظیر » وما بی من 
العناصر فلكل واحد منها نظير . 

النظام (©,26) لا يقبل نظيراً لكل عنصرء حيث 267 ليس له نظير » والعناصر التي 
لكل منبا نظير هي 1 + 5 

النظام (© ,و2) لا يقبل نظيراً لكل عنصر » حيث و0562 ليس له نظیر » والعناصر التي 
لكل منها نظير هي FE ۵6 ٩ b3‏ 

التظام (۵ ,و 2) ) لا بقبل نظيراً لكل عنصر » حيث 7625 ليس له نظير » والعناصر التى 
لكل منها نظير هي FEF FEL‏ 


من اطدول ۸۷-۵3 ند أن 


| ا 
اب 
|| 
افیا 
ل 
#۱ 
|| 
اخ 


)۱( 
)۲( 
)۲( 
ف 


اد 
| بسن 
|| 
اعت 
| بسن 
| 
اب 


من امحدول (۵--۲) جد 
من الجدول (۵--۲) جد | 
من اللحدول (۲-۵) خد أن 


© 25 ا ) 
0 5 
| 
بهم 
ل 
| م 
| 
اب 


| بسن 
مب 

|| 
ات 
| تن 

| 
اخ 


۱۳۳ 


(ز) (۱) من اخدول (۲-۵) نجد أنه لا بوجد و17 يحقق هذه المعادلة » ولذلك فان 


مجموعة اخل هي 0 
(۲) من احدول (ه1) نجد أن : (3(۷)<6-)7-2(۷) = 30-8 أي أن 


(۳) مجموعة الحل هي (7 
)٤(‏ مجموعة الحل هي (6 


(ح) (۱) 3 -03(03-103 03503-603 53-3 
(۷0) لاحظ أن 7( :۵72-1 7- 7-2-0100 
(ط) (۱) (ا< 6 < 482 - 2692(892) = 27 
(۲) لاحظ أن 5= (1) :54 = *(1 - 1(7))-4-(1) 
(5635(©8)5©5) - 
4 - 
ر 
۳-۵ الأنظمة ذوات العمليتين Systems of Two Operations‏ 


تعرف احیانا على مجموعة ما 5+4 عملیتین * . ۰ فاذا كان النظامان (*,5) (5,۰) مغلقن 
بالنسبة خاتین العملیتین فاننا نکتب ذلك بالشکل (5,*,۰) وندعوه نظاماً ذا عملیتین ثنائيتين (أو 
نظاما ذا بنية جبرية أو مغلا بالنسبة هاتين العملیتین أو ثلائية مرتبة) وکثیرا ما نهتم بدراسة مثل هذه 
البنى الجبرية وبخاصة » البنية الجبرية التي تکون فا خاصة التوزیم محققه » أي أن إحدى هاتین 
العمليتين تتوزع على الاخرى . 

تعريف (۵--۷) 

إذا كان النظام (ء,*,5) مغلقاً فإننا نقول إن العملية ۰ تتوزع على العملية * من اليسار إذا تحقق 
الشرط الان : 


0 





<٠ 2(‏ ) *(برهع) - (2 )26:3۰ Vx, y,‏ 
كا نقول ان العملية » تتوزع على العملية * من اليمين إذا تحقق الشرط الالي : 


© + (<«ه 2) (yo x)*‏ ع S:(y*2)ox‏ ع2 زد ۷۲ 


۱۳ 


ونقول ان العملية © تتوزع على العملية + اذا تحقق الشرطان © ۰ © في ان واحد . 
متا (ه١٠)‏ 
(۱) ان ( :+4 ا نظام مغلق تتوزع فيه عملية الضرب ١‏ ۰ 1 عل عملية الجمع + انه : 
2 + بر << (2 + )26:2۰ ول ,26 ۲ 
۷ ۳- 1۸۰26 ح 
>(2 + بز) - 
ثنائيتين) فيه عملية الضرب «۰» تتوزع على عملية اجمع ۷ + . 
(۲) اذا کانت 4۶4 فان النظامین (,د(4)م) .> (نا,ج ,(4)م) مغلقان وفيهم| نتوزع 
لعملية الثائية على العملية الأول » كما رآینا ذلك سلفاً في باب المجموعات . 
(ع) أت النظام اس حك رك يدق ول عملية الطرح وحن لا نتوزع على عملية الجمع (+) لا 
من العين ولا من الیسار لانه : 
(2 + ) - 2 ع زج - )+ (ز - )و (2 + نر) - 22:۲ ون Vx,‏ 
ركذ لك 
x)= ) + 2( - 2x‏ - ع) +( - (yJ‏ 7 ۷ - (2 + () 
مثال زه )١١‏ 
ان النظامين (- ,دا ,(4)م) (٠‏ - ,6 (4)) مغلقان مها كانت المجموعة 4 والمطلوب دراسة 
خاصة التوزيع لكل منهیا (أي تحديد ما إذاكانت العملية الثانية «-» تتوزع على العملية الأولي من 
اليسار أو من امین او من كليه)) . 
الحل 
اولا 
النظام ( = ونا ,(4مام) 
ر( عملية الطرح (-) لا تتوزع من اليسار على عملية الانحاد « با ) لأنه : 
(A04)‏ كل ع روك بيك ) - رك :( لام ء وك ,ره VA‏ 


= A4 6)۸45۸۸5( 
=(A 6۸4 (6/۸ 045) 


۱۲۵ 


A4) (A, — 4;5)‏ -— ل ) - 
( و4 - رماب( رك - )و 
(ب) عملية الطرح ۷ شورع من العين على عملية الاعاد وان ع لأنه : 


وم نارك) - ,4 - زوك ب وك ) :(4)م > روم An,‏ ,4 ۷ 


( 4ج وان( (An‏ = 
( .4 و4الا( ,4 -بش) < 
انيا : 
n, =) ۳۹‏ ,(ه)م) 


۱( عملية الطرح رس لا نتوزع من السار على عملية التقاطع ( 6 dû‏ لاه 
A, (A043)‏ > زوق رك ) - رك :(لمام 6 روك ,رق , ۸ ۷ 
OE‏ قرام ارب 
(4م6ر4اب(4,2645) - 
(و4 - ,4 )ا(4 - ,لم ) = 
زوك - 0)4( 4= )ی 
(به) يي حين أن عملية الطرح ١‏ شورع من اين على عملية التقاطم ( 6 »لاله : 
۱۰ 4 < ,4 - (وشجرش) :(2)۸ ع و4 ,ری 4 ۷ 
(AoA AA, )‏ = 
ر ره وا 4 )اعد 


هك 5 اخومومور ره (التشا كل المتصل) Homomorphism‏ 
إن الهرمومورفيزم هو عبارة عن تطبيق من نظام مغلق إلى آخر مغلق وهو من المفاهيم الأساسية في 
الرياضيات » ونخاصة نظرية الزمر والحلقات والحقول . ولعل ابرز فائدة لاستخدام احومومورفیزم 
تتمثل في استطاعة الرياضيين بوساطته دراسة بنية جيرية قد تکون معقدة نوعا ما ف عق رس ا 
جبرية أخرى > قد تكون معروفة لدم ١‏ او اسهل وایسر في دراستا من الأول وذلك عندما 
بستطیعون ايحاد تطبيق من إحدى البنيتين إلى الأخرى ويكون محفقا لشروط معينة . وللهومومورفیزم 
حالات خاصة عديدة سنذ کرها في التعریف الآني : 
تعريف (۸-۵) 
ادا كان النظامان (*,5) » (1,5) مغلقين وكان : 

7«-5: تطيقاً 


۱۳۹ 


فاننا نقول إن / هومومورفیزم من 18 إلى 7 اذا تحقق الشرط اا : 
(s')‏ [۰() رح(" *ع) [:۵ > 5 .5 ۷ 
کا يقال عن اطومومورفيزم انه : 


(۱) مونومورفيزم إذا كان / تطبيقاً متبانياً من 5 إلى 7 
0) ایمورفم إذا كان ۶ تطيفاً مر من 5 إلى 3 . 
(۳) أيزومورفيزم إذا كان / تقابلاً من 5 إلى 7 . 

هذا وإذا كانت 5-7 سمي افومومورفیزم إندومورفيزماً من 5 إلى نفسها » کا يسمى 
الأيزومورفيزم /ر في هذه الحالة أوتومورفيزماً وبذلك يكون الأوتومورفيزم حالة خاصة من 
الایزومورفیزم . 
یک تعمم مفهوم ا الوارد ٤‏ التعر يف (۵--۸) لبشمل نظا مین مغلقين کل فا له 
عملتان ننائتان » أي أنه اذا كات ( ۰ ,)۰ ( 1,۳,۵ ) نظامين مغلقین وکان 

امك اطبا 

فإتنا تقول إن ۶ هومومورفیزم من 5 إلى 7 إذا تحقق الشرطان التاليان معا : 
)1( ('5)/ (5) رع( *9:/)5ع 5 Vs,‏ 
)2( ('5)رك(5) رع (5۰5)[ 
وبنفس الطريقة يسري هذا التعريف على الحالات الخاصة المذكورة في التعريف (۸-۵) 
وخاصة ما يتعلق بالایزومورفیزم والأوتومورفيزم : 


مثال (۱۲-۵) 


وكذلك 


لنأخذ النظامن (© 24 » (© ,3 » وليكن : 
+2 تطیقاً حرفا كا بل : 


=O, 1( )1, 2( A, 4( )3, 3)) 


اة ان : 


() 
(ب) 7 ایزومورفیزم . 


الحل 


/ هومومورفیزم ۳ 7 إلى 2 


ر لا کانت العملیتان © ع © إبداليتين فیکنی أن نحسب الاتي : 


1 =1 0 0()6/)0(<1)< 1 <(0)/<-(0 9 0) 
2-2 ۵ ۵/)1(<1 (0)ر- 2 -(1)/< (1 9 0)/ 
4-4 0 1 <-(۵)2 (0)/- 4 - (2)/ر- (2 © ۲0/ 
3-3 1-(0/)3 (0)/ع 3-(3)/-(3 6 110 
2-4 0 2 <(۵/)1 (1)/ر-4 -(7)2-(1 9 J(1‏ 
0423 2-<(0)2 (1)/< 3 - (ذار- (2 9 11 
1< 3 © ۵/)3(<2 (1)/< 1 - (0)/ر-(3 9 1)/ 
4<1 5 ۵)2(<4 (2]/< 1 < (0/< (2 9 ۲2 
2 © 0۵)3(<4 (2)/- 1(<2)/-<(3 © 112 
3-4 6 ۵/1)3(<3 (3)/< 4 (2)/-<(3 9 713 
ما تقدم نستنتج آن 1 هومومورفیزم من ,2 إلى 2 


(ب) / تطبیق متباین لانه 
عع > ()[ 

ودلك واضح من تعريف / مبا 

از نظف خاس ان 


eA E)‏ بت 


أع د 


شيم ال 
ہے 


10, (<2 


إذن ۶ تقابل وبالتالي یکون ایزومورفیزما من م7 إلى 2۶ . 


ال (۵--۱۳) 
لنأحذ النظامین(+ ,۰62( ,2) ولیکن 


,2-2 فا معرفاً الاق : -()۲ . 


اثبت ان £ هومومورفیزم ولکنه ليس ایزومورفیزما . 


ال 
من الواضح أنه : 
تعريف / 


Vx, yeZ:f (x 37 ¥) زرا‎ + 


۱۳۸ 


تعریف © 3 
تعريف / P f(y)‏ ()< 
إذن / هومومورفیزم من 2 إلى 2 . ۱ 
/ ليس آیزومورفیزما لأن ۶ تطبیق غامر ولکنه لیس متبانیا فثلا العنصر 022 صورة 
بزومورفیز لعنصر 
میم العناصر ×٤2‏ حيث 0642م وذ x=‏ راي مضاعفات العدد 5 ) . 
مثال )٩۶--۵(‏ 
لنأخذ النظامین (+ ,2) ۰( ,2) ولیکن ,2ه 2:/ تطبیقاً معرفا کالاتي : 
اذا كان × عددا وتا 0 
3 


1= 


إذا کان × عدداً فردياً 

ات أن 
)١(‏ / هومومورفيزم » ثم أوجد الصورة المومومورفية ل 2 أي (2)/ . 
(؟) هل 7 مونومورفیزم ولاذا ؟ 
(۳) هل / إبيمورفيزم ولادا ؟ 
(4) هل / آیزومورفیزم ولادا ؟ 
امحل 
(۱) حسب تعريف 7 يكون لدينا : 

5 36 ج ن 3 ت | vez:f(e+)=‏ 5 

إذا كان مجموع العددين × » لر فرد؛ 
والآن نیز بين حالتين : 
)0 بکون العدد ز+ × اس اذا كان العددان × » ر زوجيين 5 أو فردنث نا 
(ب) يكون العدد ۲ + 2 فردياً إذا كان ال العددين 5 والاحر فردياً . 


في الالة را) یکون لدینا : 
® ۲(<20 +۲۳ 
بفرض × › ر زوجیان © 60-0 ۲*(۹[)(<0] 


تھے 


بفرشين 32 12 ل فرديان © /(x)®/(y)=2082=4=0‏ 


۱۳۹ 


من ® ۰ ۰۵ © بد أن - زر )© f(x + y)=f(x)‏ 


الالة ؟ کین ل 8 
وف رب ) يكو : 0 ۱۲۷(<2۸2 + ۲ 


بفرض × زوجي © ۲ فردي © 2-2 0۶09( 
بفرض × فردي ؛ ۲ زوجی 9 f(x)@f(y)=2®0=2‏ 
من 0 + © ۰ © ند أن f(x +y)=f(x)@f(y)=2‏ 


ما تقد م ستنتج ال هومومورفیزم ۱ 


(۲) لا لأن ۶ لیس تطبیقاً متبانی ۰ فواضح من تعریف ۶ أن جميع العناصر الزوجية من 
جموعه التعریف 2 فا صورة مشتركة وحيدة هی 0٤2,‏ . 

)05 ® لان 1 لبسو ام | : ودللت واصح من کون #( 072 . 

. لا ۰ لأن كر لیس تقابلا‎ (٤( 


مثال (۵--۱۵) 


لتأخذ النظامين (0 ,88 2) » (© ,8,۵ ولک. 


ن ٠‏ 
ج ل تطعا ۾ حيث 10(<۶ 
اثبت آن 


0 هومومورفیزم . 
(ب) | مونومورفيزم . 
(ج) ل أبيمورفيزم . 
(د) / ايزومورفيزم . 
ال 
قبل البدء في اثبات الطلوب نود اعطاء تعریف لكل من العملیتین 8]: نا على مجموعة البوای 
الصغری غير السالبة قیاس العدد الصحيح الموجب 7# (انظر المثال (۱۱-۳) واللاحظات الى 
تلیه ) . 
Vx, ۷ 7 ۳۲ 2۷‏ 


۱۳۰ 


حيث ۲ باي قسمة مجموع العددین × ٠‏ بر على 7# وبذلك یکون ۲ ا یشمی ال 22 وکن 


بالطبع ۴= +× . 


وبالمثل نعرف العملية لا على 2 کالالي : 
Vx, ۷ : 1 ۷ 2‏ 


سيك # باقي قسمة حاصل ضرب العددین ندع و هل « وبدلك يكين ۸ دوما اال 2 
ويكون xy = û‏ اهيا . 


(0) 


(پ) 


(ج) 


(د) 


Vx, yeZ,:f (x B y)=f(r) تعریف ل‎ 
=F / تعر یف‎ 
J(x) Of(y)=x 6 ۲ 1 تعریف‎ 
= + تعریف © نز‎ 
نت‎ 


وبالئل تمد آن : 


تعريف 3 (4)/ زر لها Vx, yeZ,:f(x‏ 
تعريف / û‏ 
تعریف / ۵ <()(۵ ار 
تعريف © لر = 
س 


ما تعدم نستنتج أن . هومومورفيزم . 


x, (2‏ نز < 2 حه (ز ) [< (*)/ 
النظر بة (5-5) ( 16 >+ 
مت 1 = از سس × جه 


ولا كانت القسمه الطلقه للعدد نز - ۶ اضر من m‏ (لأن 9-1 > بر - یز > ب 1) فان 
العادلة و -در-« لا تتحقق الا من أجل 4-0 فقط » وبالتالي فان بر=×. 


1 ابیمورفیزم لأن ۶ عامر > وذلك واضح من کون 1 متبايناً ١‏ ولأن ایشا امس ما 
بترتب عليه کون بب9<(ببق) . 


من الققرتین (ب) ۰ (ج) نستنتج ان / ایزومورفیزم . 


۱۳۱ 


ملاحظة 
ما تجدر الاشارة إليه أننا إذا استطعنا أن نعين ايزومورفيزماً (تشا کلا) من بنية جبرية 5 إلى بنية 
جبرية أخرى 7 ۰ فاننا نقول ان البنیتین 5 ۰ 7 ایزومورفیتان (متشا کلتان) ونرمز لذلك بالرمز 
7 ووعندها تكون البنیتان متطابقتين تماماً في جميع خواصها » وتکون معرفة إحداهما كافية 
لمعرفة الأخرى > ویکون الاختلاف (ان وجد) بيب| لا يعديو محرد اختلاف في تسمية ة العناصر أ و 
العمليات . وبذلك يكون هذا الاختلاف شكليا لا جوهرباً . وسيرى القاری مستقبلاً مزيداً من 
التفسير لكلامنا هذا . 

بمدما تقدم نستطیع الحكم على أن النظامین التا تا بیقاء ZA. BO)‏ 
متشا کلان » اي أن 27_27 > وبذلك نستطيع أن نقصر دراستنا على 2 عوضاً عن ك 
لأن هما الخواصض نفسها ۾ ولأن اختلافها شكلى لا جوهري ؛ ونعني بذلك آننا نستطیم أن نکون 
افترانا بين عناصرهما (يتفق بالطبع مع ما ورد في المثال (ه )١5١‏ على النحو الاني : 


0-0 (ب»0) 
1-1 1 جه[ 
۳ < ۳ حي جوم 


[ -- ۱ << [ - ۲۲۱ 1 -- 7ب 1[ 





وکذلك بين العملیات على النحو الالي : 
2 ۲ ۱ 89 بت 01 
ال 
هذا ومن الممكن الاستعاضة بعلامة التساوي «=» عن علاقة التكافوٌ « < ) فیا سبق . 


نظرية (۵--۵) 
إذا كان (*,5) ۰ (7,0) نظامين مغلقين وكان ۶ هومومورفيزماً من 5 إلى 7 فان : 


0( (۰ ,(5)/) نظام مغلق » حيث ٠١‏ هي نفس العملية المعرفة على '7 


۱۳۲ 


رټ) 


اذا كانت العملية + دامحة فان العملية ۰ المعرفة على (5)/ تكون دامحة أيضا 


(ج) اذا كانت العملية * ابدالية فان العملية ٠‏ العرفة على زكاكز تکون ابدالية آیضا . 


رد) اذاکان 65 عنصراً محايدا بالنسبة للعملية * فان (ء)ر='ء عنصر محايد في (5)/ بالنسبة 
(ه) اذا کان 5 * ۶7 نظیراً للعنصر دوع فان (5)€(' 5)/ يكون ند نظيراً للعنصر (5(6/)5)/ . 
البرهان 


ان احموعة (5)/ هی مدی التطبیق ‏ »لذا فان 7 >(5)/ . لتكن ,ا ۶2 ۰ د؛ ثلاثة عناصر 
اختيارية من (5)/ ؛ ادن هناك ثلاثة عناصر (عل الأقل) ,5 » و »ود في ٩‏ محيث : 


رأ 


رب ) 


رج 


(د) 


رم 


راع(رعال واع(وعال ۰ دزيار 

لأن £ هومومورفیزم وا" ,-(ی0,(۰/)6/-(وده,عال » ولا كان 68ر« ره فان 
(5)[ع(ر: * ,كار » نذا فان (6[)6 1*12 . 
لل كانت العملية + داعة فان (ی5*5) *,5< و5 *(:*,5) » ومنه 
(لوى*يه) * ,دا/[-(ید*(ود*))[ . لکن £ هومومورفیزم ۰ لذا فان : 

۰۲ (۰[)6((وه)/6,(۰))<(وع)/۰( و5 * ری) [< ( و5 *(و5 * ,5))/ 
وكذلك (و۰1 )° ,6,(۰)/)52(۰/)5((<۶)[< ( وک * يداه( ,5)[< (( و5 * رى) * رک[ 
وبالتالی فان (وا* و۰6 ,6 و۰1( و۶,۰8) » أي أن العملية » دامحة في (5)/ . 
لا كانت العملية * ابدالية فان ,5 * رد ر5* ,9 > ومنه (ر5*و)/<(رد* ,كار . لکن ۶ 
هومومورفیزم لذا فان : 
وه = (وه) [6۱(۰)[<(ره* را وكذلك ,/52(۰/)5,(</۰)/<(,د *وعا[ 
وبالتالي فان ,6,۰۶ و1۰1 أي أن العملية ۰ ابدالية على (5)/ . 
لأن وه «معه *و ۰۰۰ VseS:f(s*e)=f(e*s)=f(s)‏ 

(5) ع (د) [3(۰[]6(<[)2(۰)|جه 
عنصر محايد في f)5(‏ =( )جه 
اذا کان 65" و دا للعنصر 565 فان : 

f(s*s ')=f(s '*s)=f(e)=e' جه‎ 


۳۴۳ 


جه f(s)of(s "(<[)6 °)of(s)=f(e)=#'‏ 
=f(s (‏ ' ((5)/) 
وهذا يعني أن العنصرين المتناظرين (أي كل منهیا نظير الآخر) في 5 تکون صورتاهما 
وفق التطبيق / متناظرتين في (05)/ . 


)٩--۵( تعريف‎ 

إذا كان £ هومومورفيزماً من بنية جبرية (* ,5) إلى بنية جبرية أخرى (7,۰) وكان 665 ع 
ET‏ عنصر فن حايدين هاتين الشتین انرشن 5 فان الصورة العكسية للعنصر المحايد e‏ تسمی 
نواة الهومومورفيزم 21 او اختصارا النواة » وسترمز لما بالشكل (The kernel of f) kerf‏ أي 
أن : 


Ee =f e (۱۵۵ )۵( !"مد‎ 


نظرية (ه") 

إذا كان كل من النظامين المغلقين (* ,5)؛ (5 :1) به عنصر محايد (5ع2 ۰ 7 6'©) ولكل عنصر 
0( نواة افومومورفیزم ۶ مجموعة غير خالية أي أن ۲67/4 

(ب) / مونومورفيزم جه (©]-/62 . 


البرهان 
(ا) لا کان #-زضال وفق النظرية  )۵-(‏ نان ةة حسب تعریف النواة » ومنه 
ker f ¢‏ 
(ب) (۱) نفرض أن ۶ مونومورفيزم ونثبت أن هذا يقتضي أن يكون (») = ١۲ء‏ من الواضح 
أنه إذا كان / مونومورفیزما فإنه متباين وبالتالي إذاكان 565 فان الصورة العكسية 


للعنصر 1 ©(5)/[->1 مجموعة مكونة من عنصم واحد فقط هو 5 آي أن : 
(ه) -((5)/)* <<( f‏ 
ومنه نستنتج أن (1)6-(1)6-/ وذلك يجعل 5-6و 


(۲) نفرض أن (16-/©1 ونثبت أن / مونومورفيزم . 


۱۳ 


بفرض أن (,)/-(,ك)/ يكون لديا : 
(يقاكره(' ,دا [<( دار( 5)/جه (و۰[6 ((,كىار) > (رواكره * (f(s,))‏ 

(ود 7۱ داز ۱*5 داجه 
(م5 * * , 5)/- (ء) رجه 
(ره * 5)/ح ۵ جه 
kerf‏ ء رى * 1 وجه 

ولا كان ع = ker‏ فرضا فان عرو ,5 ومنه نستنتج ان و < روء وبالتالي فان [تطبیق متباين ؛ 

وبذلك يكون £ مونومورفيزما . 


تمارين (ه١)‏ 


© اذا كانت (6 :5 ,4 ,23 ,1 دق ع (8 7 3 ,113 ع"2 فاجب غا يان : 

(أ) هل کل علاقة من المجموعة 55 إلى 5 نفسها عملية ثنائية على 5 ولاذا ؟ 

(ب) صحح العبارة الاتية إن كانت خاطئة «کل تطبیق من احموعة 55 إلى انحموعة 
7 عمله ثنائية) 

(ج) ناقش صحة العبارة التالية «کل تطبیق من انحموعة ”5 إلى محموعة جزئية من 5 
عملية ثنائية ) 

(د) إذاكان / عملية ثنائة على مجموعة ما فهل يمكن أن يكون /7١‏ عملية ثنائية مع 
التعلیل ؟ ۱ 

(ه) بين كل عملية ثنائية من بَيّن العملیات الاتية واذکر سبباً واحداً على الأقل اذا ل 
(۱) (* ,5) حيث * معرفة کالانی 


دح بر *(: Vx, JES‏ 
78 (*.5) حت * معرفة لاي : 
2 - نر 5:۷ ۷6 Vx,‏ 


(۳) (* ,5) حيث * معرفة كالاني : 


۱۳۵ 


اذا کان * » 8[ فردیی معا 1 
ادا کان. × > لا زوجيين معا 2 > ح نر :9 Vx,‏ 
اذا كان أحدهها فردياً والاخر زوجياً 3 
)٤(‏ (* ,5) حيث + معرفة كالاتي : 
1+ حبر * 5:6 Vx,‏ 


(۵) (* ,1) حيث * معرفة كالاتي : 


Vx, ye 1: ير‎ +* ۷ < ۷-1 


(5) (* :1) حيث * معرفة كا يل : 
ل + يد  <‏ *ي : ل Vx, ye‏ 


(و) کون خمس عمليات ثنائية مختلفة من 8×5 إلى 5 
(5 هل النظام (ع+.* ما مغلق مع التعليل ؟ حيث * معرفة كالالي : 
عد تر + عر: * ۷ Vx,‏ 
(۳) هل النظام * بنية جبرية ولاذا ؟ حيث (*,* 0) معرفة على النحو الآ : 
2ح بر + عر * Vx, ye QO‏ 
() هل النظام (- ,*8) مغلق ولاذا ؟ حيث «-» عملية الطرح الألوفة . 
(۵) ابت آن كلا من الأنظمة التلية مغلتی » ومن م آدرس العملية من حبك کونها 
() إبدالية (ب) داجة 
(ج) وجود عنصراید ایسر- ین ب محاید (د) وجوه نظي ایس ر لكل عنصر-- نظیر 
این ت نظیر لكل عنصر . 
)١(‏ (*,2) حيث * معرفة على النحو بر - << *: 67 Vx,‏ 
() (*,2 ) حيث * معرفة على النحو 1+ تعد عبر *:(6 ,ده 
(۳) (* ,*8 ) حيث * معرفة على النحو ۹:5۸ عر ۷x,‏ 
(7) اي من الأنظمة الآتية له بنية جبرية مع ذکر السبب إذا لم يكن كذلك : 
۵ (25:6) (ب) ( 2,6 ب ( © ,2( بن )25,0( 


۱۳۹ 


(۷ 
(A) 


له 


(۱۰ 


(۱۱ 


(11۲) 


(1) 


۱4 


@ ( ۵ ,و7 ) (و) ( ۵ (A.‏ 


إرسم حدول العملية لكل من الأنظمة الواردة 5 ار 11 
إن ر © ,2 ) نظام غير مخلق فاذا كانت +52 حيث (7 ,5 ,3 ,1)-5 فاثبت آن 


النظام ر © ,5 ) مغلق وذلك بإنشاء جدول له » ومن ثم عين عنصره امحايد ونظیر کل 
عنصر من عنا صره . (العملية © هي نفس العملية المعرفة على م2 ) . 

ناقش صحة العبارة الآنية «إذا كان (* ,ى ) نظاماً مخلقاً وكانت العملية * إبدالية فان 
النظام ( *,1 ) ادان لكل رح الاعوق یت × هي قس العملية للعرفة على 5 : 
وکذلك اذا كان النطام ر( * ,5 ) داح فان النظام (* ,1 ) دامج آیضا لكل 
۵ وب . 


ادا كان التظام ( * 5 ) ذا بنبة جبرية وکانت 25 7 فهل من الضروري أن یکون "۳ 
(* ,7 ) ذابنية جبرية (أي مغلقا) » حيث * هي نفس العملية العرفة على 5 ؟ آید ما 
تقوله عثال واحد على الأقل . 
0 حمق أن للمعادلة 8ع 8 +ع حلا وحید| داخل النظام ( © ,25) ۰ (اعتبر × هو 
احهو ل !8 8 اغفاد ابتة تنتمي ال 27) . 
بغ توق إن 2*1 كو 2 2 22 :2۳12 
(ج) اوجد نظير کل عنصر في هذا النظام . 
5 عل النظامین 7 02 € ( +321 )ع حیث 6۰۰۰ و3 ,0 ,3ه رقت ,)سعد 
وليكن 32+¬۸:2 طا معرفاً کالاتی ۱ 
xh(x)=3x‏ 
(أ) أثبت أن ۸ مونومورفیزم 
(ب) أثبت أن * ؛یمورفیزم 
(ج) أثبت أن ۸ أيزومورفيزم 
(د) هل آوتومورفیزم ولادا ؟ 
لنأخحذ النظامين ( +,8 ) ۰ ( .۲۲,۰ )2 ولیکن * عاج ؟]:[ تطیقا معرفاً کالاتی 
(مد » حيث ‏ العدد النبيري » أثبت أن / أيزومورفيزم وعين نواته . 
لتأخذ النظامين (+,2) ۰ ( ,(1- ,1)) ولیکن (1- ,1)-2:/ تطبیقاً معرفاً كالآتي : 
إذا كان × زوجي | 


اذا انب نبا أ اليه 


۱۳۷ 


)۱( 


(۱1) 


(۱۳ 


)۱۸( 


ر اثبت آن ‏ اییمورفیزم . 

(ج) عين النواة ([:6) . ومادا تستنتج من ذلك ؟ 

عرف تطبيقاً ر من النظام (© ,ر2) إلى النظام (©,25) ميث یکون / 
أيزومورفيزماً. هل يمكنك امجاد ابزومورفیزم آخر ۸۶ من ر2 إلى 23 ولاذا ؟ 
حاول الاستفادة من النظرية (ه ه) ي تعریف تطبیق ۸ من النظام (© ,»© إلى 
النظام (© ,25) بحيث یکون ۸ محققاً للشرطین : 


(۱) ۸ ایزومورفیزم 

(۲) ۸7 حيث 7 هو افومومورفیزم الوارد في الثال (ه--۱۲) . 

حاول الاستفادة من الثال (ه- ۸ للتحقق أن التطبیق »2-و2: ؛ حيث 

:-(»«)م ایزومورفیزم من النظام (لنا ,8 ,ی2) إلى النظام (۵ ,© ,ي . 

اذاكانت 5 ۰ 7 محموعتین حيث ۸= |؟| > "> 62*(|7” ,3) فاجب عا باني : 

(أ) کم تتوقم عدد التطبیقات المکن تکوینبا من 5 إلى 7 ؟ وکذلك من 7 إلى 
5 ۴ 

(ب) کم تتوقع عدد العملیات الثنائية الممكن تعریفها على 5S‏ ؟ وكذلك الحال بالنسبة 
ل ۲ 


۱۳۸ 


الباب السادس 


Groups الزمر‎ 





١5‏ عهید وتعاریف 

تحتل الزمر موضع الصدارة في موضوع ابر المعاصر » وها تطبيقات في الفيزياء النظرية والکیمیاء 
فضل عن استخدامها الواسع في فروع الرياضيات احتلقة كالتبولوجيا والهندسة وغير ذلك . ولعله 
من الفید هنا أن نشیر إلى أن اکتشاف الزمر ودراستبا بعمق آعطی للرباضیات دفعة کبيرة ال 
الأمام . ويكني أن نستشهد بدلیل واحد فقط نتاره في هذا القهيد » الا وهو حيرة العلماء 
الرياضيين وعجزهم عن إيحاد قوانین تعطي حلول (جذور) العادلات من الشکل : 


دوج + ور ۵ 6۳1۰۰۰4 ¢ ححيث :)۵۵6 ,@ ,°°° «و- 6 وت (ا 


بدلالة معاملات قوی احهول × (أي باستخدام صيغة أو قانون عام تدخل فيه عملیات الجمع 
والطرح والضر ب والقسمه والحذر) قد توصلوا الى حل مثل هذه العادلات عندما يكون 
1>>4 ولكنهم بذلوا جهوداً مضنية لاكتشاف قانون يحل العادلات من الدرجة الخامسة (أي 
إيحاد قانون عام لحل معادلات الدرجة الخامسة » ولكن سرعان ما توصل العالم الرياضي الفرنسي 
جالوا 02105 (۱۸۱۱- ۱۸۳۲ م) ۰ مستخدماً الزمر وخواصها » إلى وضع معيار دقيق لمعرفة 
العادلات من الدرجة الخامسة فا فوقها والتّى يمكن حلها بوساطة معاملاتها وتلك الى بستحیل 
حلها مهيا بذلك فترة طويلة وعصيبة في بحث هذا الوضوع . إننا هنا لن ندخل في تفاصيل 
موضوع الزمر وا سنکتیی بش6 صعره ۳ م واچ اخصص ۳۹ صمن الواضیم قبل 
الدراسة املين ان يخطى الموضوع بدراسة اکثر توسعا وعمقا في بحث ينفرد به دون غيره . 
اذا كان ( #,5) نظاما مغلقا و اش ` 


(۱) العملية * دامحة فسنقول اسان إن النظام (* ,۵) دامج . 
(؟) العملية * ایدالية فسنقو ل احیانا أن النظام (* ,5) ابدالي . 
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(۳( 1 وقد عير ای 285 بالنسبة للعملية * فسنقول إن النظام (* ,3) به عنصر محايد » 
أو غلك عتصرا محایدا أو له عنصر محاید . 

)٤(‏ إذاكان لكل 65 نظير 5ع × فسنقول ان النظام (* ,5) ملك نظيراً لكل عتصر من 
عناصره ۰ أو لكل عنصر من عناصره نظير » أو إن كل عنصر فيه يقبل نظيراً . 


)١5( تعريف‎ 

ادا کان (*,6) نظاما مغلقاً وداعا فيل عنه أنه شبه زمرق ۹6۳018۲0۱۲0 ۳ التتضاراً بقال ان 6 
النظام (*,6) زمرة أو اختصارا إن © زمرة . هذا وإذا كان النظام إبداليا بالإضافة إلى جميع 
الشروط السابقة > قيل ان 6 زمرق ابدالية ۱ 

إذا كان (*,6) نظاماً مغلقاً وإبدالياً » فانه عند دراسة وجود العنصر المحايد ودراسة ما اذا كان 
بو حل لكل عنصر نظير ) يكتفى بدراسة وجود العنصر المحايد الأمن (أو ا فقط وكذلك 


مثال ر 


(۱) إن النظام (+,) زمرة إبدالية لتحقيقه لشروط الزمرة الواردة في التعریف )١5(‏ > 
اذ من الواضح أنه نظام مغلق لان ۴8+ 8 × :+ تطبيق (حيث ان محموع اي عددین 
حششین هو عد د حفیق وحید) » واه ابد الي لأن ۷6 + ۷ حب - 26 لكل «xX, yER‏ وأثة 
دامج لائه (۷4+2) +4 ع ع +( +«): #] عج ر ۷۵ . کا انه بوجد به عنصر محايد هو 
الصفر لانه : 0+ :]۷6 . واخخيرا نيحد ان كل عنصر ×٤۴‏ له نظير 
8ع« - =1 x7‏ لانه 20(« -) + يرح 1 > يرج ير: هر عرلا , 
وبطريقة مشامة تماما ا فعلناه في (۱) » يمكن بسهولة إثبات أن كل نظام من الأنظمة 
التالية زمرة ابدالیه : 

(Z+) (ه)‎ (O@*, ( (©) (@,+) )۲( EN 9 

(CY 0 (L,+) (؟5)‎ 

(8) (9 © » انظر النظرية (هي) » 

© (۵ ,۰02۶ حك م عدد اول » آنظر النظرية (4-6) 


۱۰ 


(۰ (8 ,2 » أنظر المثال (ه١5١)‏ واللاحظة التى تليه مباشرة › 
(۱۱) ("2] 27) » حيث م عدد أولى 3 انظر المثال (هة ه5١)‏ واللاحظه الى تليه مباشرة . 


مثال س 
أثبت أن النظام (۰ ,0) زمرة إبدالية » حيث (1- ,1- و ب1)< 60 1- = والعملية ۷0۰ هي 
عملية الضرت العادیه . 


الحل 
و 1[ م 1 6 
فك وق 1 | 
1 زب 1س از 
و 1 تس 1سا[ 
1 : 1 7- | 
جدول )١5(‏ 
(۱) النظام مغلق کا يلاحظ من الجدول .)١5(‏ 
(؟) النظام إبدالي , کا بلاحظ ذلك من تمائل العناصر بالنسبة لقطر الحدول (أو لآن 
*© ت © » ومعلوم أن (6*,۰) زمرة إبدالية) . 
(۳) النظام دامج لان *6 > 6 , ومعلوم أن 7 تا 5 
(5) النظام به عنصر محاید وهو الواحد . 
)٥(‏ لكل عنصر ي 0 قلق خا س میت ااه 
العنصر ام 1- و ]| 
د ليك | ات و1 
مما تقدم نستنتج أن © زمرة إبدالية » وفق التعريف .)١5(‏ 


مثال (؟ ") 
آثبت أن النظام (© ,”۴) زمرة إبدالية » حيث العملية © هي عملية جمع معرفة على "8 على 
النحو الاي 1 

۷ ريد‎ RRO در ,)یز‎ O) 


=x, عي توعد‎ N 


١5١ 


اا 

)١(‏ النظام (@ ,۳) مغلق وذلك واضح من تعريف العملية © حيث نجد أن مجموع أي 
عنصرين من "۴ هو عنصر وحيد ينتمي إلى "1 . 

0 النظام ابد اللي لأنه : 


تعريف 00 و و ود) ع بر © عر : ”2 عبر Vx,‏ 
لأن العملية « ٠+‏ إبدالية على © تلد لیرد رل 
تعريف © ال 8 کک 

× 09 ر س 


(۳) النظام دامج لأنه بفرض أن "26۴ عنصر اختياري يكون لدينا : 


تعر يف ® 2 ,21( O‏ مر XA‏ ,°°° روز + 2=(x,‏ © (بر © (x‏ 
تعر يف رو (x, + (+ 215, (xa FY)‏ - 
لان العلة :+ الوط زد ردول واس 

داه على 8 
تعریف © زوه + Yn‏ و2۲۰ (x19, X,) OO,‏ = 
تعریف © (2 6 () 6 $= 


: لنفرض أن ۰6۳ عنصر محايد هذا النظام فیکون لدینا‎ )٤( 
۷ هراصع 5 عم‎ 


فل  #‏ تست وو ات 

تعريف © وه هراس 

من © ۰ @ بد أن لا 6 ص يددع ید من اجل ,2۰۰۰ ,1 | 
ار ره لاس مج 


(©) بفرضص آن ۳ نظير ”68× یکون لدینا : 


ROE TSR RO ge) 


ت 19 بس وان د د 
(0,۰۰۰,0) = 


1 


تعربف × © - 
من © + © عد أن.: 
= = جم 1-0 +x;‏ رز من أجل امال ل حم 





۱: 


ادن نظير العنصر 60۳ هو R8”‏ 6(,×- ,۰-۰ ,,×-)=' فين 
ثم تقد م نستنتج أن النظام (١‏ © ,۲۸۳ ) زمره اید الية 


نظرية )١5(‏ 
اذا كانت © زمرة بالنسبة لعملية * معرفة عليها فان : 


)۱( لكل من العادلتین 0<ه*: و ط=×*ه حل وحبد في © ۰ )6 (x, a, b€‏ 


05 س  --‏ #۷ 
)1( 6 < رزاجم *4 4 م a.‏ 
۵ ع واج 6 0۷ < 0 * | 
0 ازع دس يوفع وود و تيعد 
البرهان 


(۱) لا کانت © زمرة » فان کل عنصر ها له تظير وبذلك یکون لدینا : 


لأن * عملية ثنائة اعد x*a=b >(x*a)xka‏ 
لأن «*» عملية داعة :0*۵1( )رم 
تعر یف * 6 1 و و دم ار + 
تعرزیف © 3ن بوم ح نز جل 
اذن ۵-1*ه-د هو حل للمعادلة ۰*۵0 ولاثبات أن هذا الحل وحيد نفرض أن 


0 حل اخر للمعادلة المفروضة فيكون لدينا : 


0-6 ۲۷ ولكن 
اذا ؟ 2 >(y*a)xa‏ زعو ور 
۷ (1 24 0۷ >+ 
1 یم و عم رز جه 


1 لي ومع یز جب 


ما تقدم نجد أن" 0*۵7« أي أن المعادلة ط=ه*× فا حل وحيد هو 5*6. 
وبالئل عقي اثبات أن الحل الوحيد للمعادلة 6-< *ه هوط*' 4-< . 
6 اذا كان مدن فان akc‏ < 0 ۷ ) لان *# عملبة ثنائية رای آن 6 ع( 0 جد < ) 


۱:۳ 


واذا كان ع*م-م*ه فان معط لان : 


'*(a*c)‏ مع زم*ن)* 1 >a‏ ع عدن ح م عدن 


لاد © ع *وو* أ (a '«xa)xkb=(a‏ جه 
لاد| © لاج ع مخ وام 
تعر بف © مح ] ج 
اذن مح اج *1 ع ع ون 


وبطريقة مشابية ماما هکن ات آن- ناه همه 
نذ کر ما تقدم بقولنا إن عناصر الزمرة تقبل الاختزال راو الاختصار) . 


(۲) طريقة اولی 
ا کات 6 زمرة فان X66‏ *×=ل بفتضی آن بگون 
6 (,×*٭٠٠۰*٭,×)='‏ بر وحسب تعريف نظير عنصر عب أن بکون : 


۷۵ (< 1 رمل 


س 


أن 


لان + دامحة : 


pr eT Aa SF e a_i ولج يوس سر‎ 


1 پر 
لادا ؟ ۱ REE RR GE‏ رهنب 


لانة عنصر محايد (' زک سردا 


1۱ 


ويه . م 6 RR‏ ار وت )<< 


لاذا ؟ ووه رذ ان دري 


@ زا FE‏ اه kh hh FF‏ الك لشن E‏ اصع د م ع ع وا ص HHR‏ و 


لا حیل اله قدي من اجل او 1ض 
ما تقدم نستنتج أن ۲۸۰۰۰۸۲٩‏ ید ند ۰۰۰*,ع) لان النظیر وحید 


طريقة ثانية 
باستخدام مبداً الاستنتاج الریاضی نجد : 


: إذاكان 5-1 فن الواضح أن‎ )١( 


EE, - [ 9 -‏ س ١)‏ - 
دعر نف رهھ ای و و FX =e‏ یال ح Xj FX,‏ 


اي آن الصیغه محققه (صائبه) من اجل 7-1 . 
© لنفرض أن الصيغة صائبة من لجل ۱-۲-1 69 ولت أن الصيغة صائية من 
اجل ›۸=k‏ اي نفرض ان 
0 سس رسد رد۷۰۰۰ صائب 
وتثبت آن 


E RE ET ۳۹ - 1 
نب‎ ) NX RX) =x اس رد‎ 


با كان : 
A °)‏ رد ۷۰۰۰ 2) 

e EER FE دقوي‎ ROL BSN) 
 ) اا ی ا و‎ 
ي اق ا ع سبع‎ 
وفق ما فرضناه في ) وب‎ 

فان هذا يعنى أن الصيغة © صاثبة » وبذلك فان الصيغة الفروضة صائبة من أجل 

3 تم 1 . 


قي 


نشحا . 

0 نستنتج من النظرية )١(‏ أنه إذا كانت © زمرة فان 1۳6 ) هو نظير العنصر 
x"e 60‏ أي أن =" =( وذللف بوصم #دح بعر ۰ a‏ ع ار ٤‏ النظرية 
(۱-۰) (وهذا يبرر إلى حد ما ما ورد في الباب الفامس حيث عرفنا »=× لان : 

سي یی پوس یر افر لأس این 


وذلك عندما نفترض أن العملة * هي عملية ضرب ۱.1 . 


۱۶ ۵ 


تعريف (5؟) 

اذا كانت © محموعة منتبية وكان النظام ( * ,6 ) زمرة فاننا نقول عن 6 انبا زمرة منتبية 
هناه6 »انز » ونسمي عدد العناصر | 6 | رتبة الزمرة 6 . كا نقول عن © إنها زمرق غير منتهية 
]nfinite group‏ ادا كانت 6 مجموعة غير منتبية . 

ملحوظة 

ادا لم نل كر العملية المعرفة ا ار یت عملية ضرب «.» ونکتب 
ا هي صر 

. من أجل 0 وذلك ا للسهولة في الكتابة‎ ab ع‎ ab 


Subgroups الزمر احطزئية‎ ۲٦ 


اذا کانت 6 زمرة ٠‏ هن الواضح أن م6 لان نحوي على الأقل العنصر احاید 0 وهذا يعني أن 
[ < | )| دوما 1 الامر الذي يقتضىي بدوره أن يكون 22 |( )ام | قوب . ولا كانت س 
القوة (7)0 هي مجموعات جزئية من المجموعة © فقد نجد من بين هذه المجموعات الحزثية حمو 
جزئية واحدة أو أكثر نحقق تعريف الزمرة 6 بالنسبة لنفس العملية المعرفة على © » وعند ذلك 
نقول إن ا مجموعة (6)م تحوي زمرة جزئية واحدة على الأقل للزمرة 6 


يف (۹--۳) 
إذا كانت 6 زمرة وكانت © > 1 * © فاننا نقول إن ٨1‏ زمرة جزئية للزمرة 6 (أو من الزمرة 
6) ۰ ونرمز لذلك بالرمز © >8 او 8< 6 . اذا كانت 4 زمرة بالنسية لنفس العملية الثنائية 
المعرفة على 6 . 


ملاحظات 

)١(‏ نستنتج مباشرة من التعريف (5-") أن أي زمرة ۰6 حيث 6|<2| » تملك زمرتين 
جزئيتين على الاقل هما )٤[‏ (حيث © العنصر الحايد في ©) و 6 نفسها » تدعی احیانا 
الزمرة الحزئية [©1 بالزمرة التافهة (البدسف Trivial Subgroup‏ , 

(۲) ادا كانت 6> 2 وكانت 866 فاننا نقول ان 1 زمرة جزئية فعلية للزمرة 6 
Proper Subgroup‏ , 


١45 


فثال (4-5) 


(۱) 


(۲) 


ايك 


00 
3 


إن (+.6 زمرة جزئية للزمرة (+ ,©) وذلك لتحقيقها للتعريف (+--۳) (أي لأن 
0 #غجوق و (+,# زمرة) . 

ان (+,*2) لیس زمرة جزثية للزمرة (+ ,2) لعدم تحقیقه للتعریف (--۳) لأن 
7ب * ۵۶72 ولکن (+,*2) لیس زمرة فهو مثلاً لیس به عنصر محايد » (لأن +0#42). 
إن (,(1-,1)) زمرة جزئية للزمرة (,(- ,1,1- ,1)) » لأنه من السهل اثبات أن 
النظام (-,(1- ,1)) زمرة بالاضافة إلى ان (1- ,یا با)ت (1- ,1). 

ان (© ,[1,2,4)) زمرة جزئية للزمرة (© ,۰02 ناذا ؟ 

إن (©.(1,2)) لیس زمرة جزئية للزمرة (©,5) لأن (© ,(1,2)) نظام غير مغلق 
وبالتالي فليس زمرة . 


نظر ية (۷- ۲) 


اذا كان (0,۰) زمرة وکانت 8-6 تحقق الشرطين الآتيين : 


 )١(‏ 4۵ آ۲ 
Vx,yeH:ixy eH (Y)‏ 

فان (14,۰) زمرة جزئية للزمرة (:,۰)6 أي أن 1>6 . 
البرهان 


H <C 25‏ اذا كان )° (H,‏ زمرة ۱ حت ( 1 هي شس العملية المعرفة على 6 


(۱) 


(۹ 


(۳) 


من الشرط (۱) 1# نستنتج أنه يوجد عنصر واحد على الأقل 7 وعندئذ يكون 
0< ۱ ×× وفق الشرط (۲) ۰ خت اشا ×=ر» وهذا يعنى ان 77 علك عنصرا 
محايداً هو نفس العنصر الحايد الموجود في © زلاذا ؟) . ۰ 
يوجد لكل عنصر ګر نظير "٤8‏ ”ر لأنه : 
وفق الشرط (؟) وتعريف هم ۰۰۰ eH‏ برع 1 Vye H:ey‏ 
من الشرط (۲) ومن کون كل عنصر في ٨1‏ له نظير في 11 نستنتج أن النظام (1,0) مغلق 
لان : 

x,yeH >x,y eH >x(y 1) eH بده‎ H 


۱:۷ 


(4) لا كانت 1456 فن الواضح ان النظام (27,0) دامج . 

ما تقدم نجد أن 1>6 . 
إن عکس النظرية  ١(‏ ۲) صحیح ‏ أي إذا كانت 6> 1 فان ٨1‏ تحقق الشرطین الذ کوین 
في النظرية » ونترلك برهان ذلك للقاري . 


نظرية (؟ ‏ ") 
ادا كان النظام (0,۱) زمره وا وت ال زهرأ رة من الزمرة G‏ فان تقاطع هذه الزمر 
Kk < E‏ 
الحزئية هو زمرة جزئية من الزمرة 6 اي ان 1>6 حيث ,8 .1=)١‏ 
1 = 
البرهان 
(۱) عا أن ,1 زمرة جزئبه للزمرة € من اجل جميع فے / المشار اليها اعلاه فان ,۰611 ادن 
يعد لأن .eeH‏ 


(۲) بفرص آن ,د یکون لدینا : 


x,y, ۲7 => <, ye H; : )<1, 2,٠٠٠, )( تعريف التقاطع‎ 
> xy eH; : (i=1,2,°°°, Kk) لأن 11 زمرة‎ 
> xy eH تعر بف التقاطع‎ 


من )١(‏ ۰ (۲) نستنتج أن 0> ۰17 وفق النظرية (5-5) . 


۳-۰ الزمر الداثرية Cyclic Groups‏ 
إذا كان النظام (0,۰) زمرة وکان ×٤6‏ فانه يمكن اثبات أنه 


“يو ايو تع (1] ۷ 


(i) (x)= 
)5( نظرية‎ 


کن ((,0) زمرة ولیکن 0 ولرمز لمجموعة القوى الصحسحة الحتلفة للعنصر × بالرمز 
( » أن (2.0*<») زمرة جزئية للزمرة 6. 


۱:۸ 


البرهان 
إن (<×) يکن تعريفها (أو كتابتها) بالشكل : 
(x> < 0‏ 
من الواضح ان EDE‏ لان زا دعيو امن 
لكل 5,۲٤2‏ يكون لدينا : 
وفق تعريف () 9 ره عدي “بر از 
وبالتالي فان : EEE THE‏ لان #(1-) + 5 
اذن 6> (×) وفق النظرية (۲-۹) . 

مالاحظات 

3 تقول هد اف 95 انبا اة بالعنصر عدا تقول ان * یود انحموعة جرا 
ولد للمجموعة. (4). 

(۲) نستنتج من النظرية (- 4) أنه إذاكانت © زمرة ما فان أي عنصر من عناصرها د مثلا 
بولد حموعة 6056 وتکون >( . کا یکون ۱>*(|>۱6۱. تسمی احیانا رتبة 
الزمرة الحزئية |(*»| رتبة العنصر × . (وقد نکتب ذلك بالشکل |<(×)| = |۱). 

تعربف (*--4) 


نقول عن زمرة ما 6 انبا زمرة داثریه ادا وجد ما عنصر واحد عل الاقل معز محقق الشرط : 
<< رعر) 3 نقول طیلب ذلك ال XxX‏ مولد للزمرة ÛG‏ او پولدها . 
نستنتج من التعریف (*-4) والنظرية (*-4) ما يلي : 


(۱) اذا کانت © زمرة ما فانه مها يكن 6 ×٤‏ فان الزمرة الحزئية (×) من © هي زمرة دائرية 
مو لد‌ها العنصر ا 


(؟) با أن )×(>G‏ فانه اذا كانت ۱67 فان «>-|<*»| || وبالتالي فان 


(XD = (x, رک‎ °°, x =e} 


وسنوضح ما تقدم بالأمثلة التالية : 
متا  "(‏ ثم) 
)۱( ان النظام (1,۰- +1)) زهرة داثريه مولدها العنص, 1- لأن 1= *(1-),1-)=(1-). 


۱:۹ 


Ê, i}‏ ,12 ,1) عد( 
(1 ,ا- و1 - زات 


(۳) إن النظام (© ,م) زمرة داثرية لأن : 


)1(< )1, 12, 13, 1*15, 16( 12-1 61-2 : لاحظ آن‎ 
= )1, 2, 3, 4, 5,0( 13-213 6 1-2093 1-3 
=F AEE خا‎ BREA 


ری ان النظام (© ,3 زمرة دائرية أحد مولداتها هو العنصر 3 لأن : 


ت أن ووو وة و لك ار ا 
3-6 0© 3=2 © 32 - 33 511 ,6.4 2 ,13 ع 
نع ای دج EE‏ 7 
3 © 36-5 


(ه) إن النظام (+ ,2) زمرة دائرية لآن العنصر 7 >1 يولدها اي أن : 
2-(2ع|"1 < (1) 
ال أن : 
<< 1+ (1- )<< + ۰۰۰+ 1+ 1 "1 


مثال (55) 


غين رتبة کل من العناصر الاتية في الزمرة (© ,وا 


( . ۱ 
(ب) ‏ 20 
فض * 2 
(د) 5 
(ه) “° 


حل 


۱9۰ 


لأن 1"=1 مها كان العدد 26 وهذا يعنى أن 1(|<|)1(<1). 


(ب) ی ی 
13 ,10,7 ,5 ,9 ,11 ,12 ,6 ,3 ,8 ,4 ,2) = 
12 < | و۱2۱ <|(42 | < ,7 2- 


اي أن رتبة العنصر 2 تساوي رتبه الزمرة 2 نعسها لأن 2 مولد للزمرة 2 


(ج) لاحظ أن 2-1-7 لأن 2-7-1 ود ب )7‏ لس( 2 
و ای کرت 
(د) یرای تارصاق 


(1 ,8 ,12 ,5 ,1 ,8 ,12 ,5 ,1 ,8 ,12 ,5) - 
4- 45ح 1 8 ,12 ,5) - 
لاحظ أن قوئ العنص 5 من أجل 4<م لم تعطنا عناصر جديدة . لذلك یکی في مثل 
هذه الالة آن نتوقف بمجرد حصولنا على العنصر امحايد نتيجة للتدرج في زيادة قوى العنصر 
مبتد نين بالاس واحد وحتی نصل إلى اصغر ۳ صحیح موجب قق ذلك . 
(ھ) (*8 ,8° ,87 ,8) <(8) "p=‏ 5( 
4= | <51 )| > <71 5)= (5,1 ,12 ,8{= 


إن هذا الال يوحي بان رتبی العنصر ونظیره في ای زهرة متساو يتان وهدا صحيح بالفعل 

لانه لو فرضنا أن ۳ هو رتبة 66 اي ان م هو اصغر عدد صحيح موجب مشق الشرط 
مح ز فان 7 نفسه ي قي تیل د ا مو جب حمق الشرط SE‏ لأن 
ع ")= x"‏ ۹( ) ج م = xX"‏ 


وفق تعریف نظير عنصر وکون ۲۳ ×= (#ن ۲( ر)ع<ه جد 
'<|=|)x(<| =r‏ )| > 


ما تقدم نستنتج أنه اذ كانت © زمرة دائرية مولدة بالعنصر 66× فان 1+6 * هو 
الآخر مولد للزمرة 6. 
£ هو التناظر راو ااغاثل) symmetric Groups‏ 


اذا کانت (5,---,5-11,2 وکان 5-5:/ تطبيقاً متبايناً » فن الواضح أن ۶ تقابل لأن : 
5< (()/:,2(,۰۰۰) ز(1) ز) < (۵) ل 
(لاحظ أن (ز6/#(] ما لم يكن زعف حيث 8ع,زذ) 


CA 


يسمى التطبيق ثر وأمثاله تبديلة (تبديلاً) همناداده۴ لأن تأثير ۶ عل عناصر 5 
هو محرد تغییر (تبديل) في ترتيبها » وبما أن عدد التبديلات (التبادیل) الختلفة لعناصر 5 يساوي 
مضروب العدد ۰ اي !۰ فان عدد التطبيقات الختلفة والمرافقة لتلك التبديلات يساوي !۸ 
وسترمز هذه اجموعة بالرمز ,5.. 


نظرية (5- 8) 

إن النظام )5,,١(‏ زمرة حيث ١‏ » هي عملية تركيب التطبيقات . 

البرهان 

: النظام مغلق لانه‎ )١( 

۷, 0 6 3, :9 رد‎ 6 ٩, 

وذلك لان علا من ۶ و تقابل من 5 ای 3 وبالتالي فان وء وکذلك ۵۰۶ 
تقابل . وبالتالي فهو ينتمي بالضرورة إلى ,5. 

(۲) العملية « ٠١‏ دايحة لأن عملية ترکیب التطبیقات داحة وفق النظربة (۲-4). 

(۳) بوجد عنصر محاید في ,5 الا وهو التطبیق الطابق ,1 (-<5:1,0ع:۷). 

ری لكل ,۲23 بوجد ۹ع ا محیث پازا -۱- هی لان تر تقایل من 5 إلى 
5 . ما تقدم نستنتج آن ,5 زمرة . 


ملاحظات 
)١(‏ تسمی الزمرة ,5 زمرة التناظر (أو القائل) من الدرجة «. 
(۲) اذا کان ٩,‏ فاننا نکتب 7 بالشکل : 


۲ #8 و‎ ® FP 
0 اد‎ 70 «۰ 4 
لاحظ أن 760 هو صورة العنصر ۰۶ 5ع:. هذا وعکن کتابة  بأشکال أخرى بشرط‎ 
أن نحافظ على صور عناصر 5 وفق التطبیق ۶ (أي أن نکتب ()۶ تحت ¡ لجميع قم‎ 
1 2 و‎ 4 5 
2 3 5 1 


1 8 4 2 :3 32 1/ 5۱ 34 2 1 9 
SAI‏ ل ز ‏ اه 19 593517 و ۱ 


۱6 


1 0غ فثلا اذا كانت 1 حيث ۱ )-/ فال : 


(العلوي) بشخ تصاعدي من اليسار الى اين . 
(۳) رتبة الزمرة ,5 تساوي !۸ أي أن !«-/,5ا. 


فال ات ۷) 
اقب عناصر کل من الزمرتین ر8» و. 
ال 


0) 
(0 


مثال (۸-۷) 
۳۳۹ , 6۱ 5 34 12 . 6۱ 5 34 2 1 
إذا کان 2.9654 ۰ حيث || HTS FEE‏ ۱ ;)= 
فاجب عا یل : 
)۱( آوجد كل من : 
f (‏ (ب) f‏ (ج ول ده 9۰1 ) -(و0/) 
o‏ ۰۵ ۶ (ز) ۲۰۲۶ و. 
(۲) هل الزمرة ٩,‏ ابدالية ؟ 
(۳) هل 1 ۰9 < (ومر)؟ 
4ع تحقق آن *-/۱۰-و<۱(وه). 
(ه) أوجد رتبة کل من ۰1 . 
اخل 
() (ا) لامجاد 1 / نبادل بين موضعي الصفین في / فتحصل على : 
FTE 1‏ 78 وه 
۱ 3 4 3 2 - 1 
وإذا آردنا وضع *” / في الصورة القياسية فإننا نرتب العناصر في الصف الأول ترتيبا 


۱۳ 


00 
0 
(9( 


تصاعدیا مع الاحتفاظ بصورة کل عنصر فنحصل على : 
6 5 4 3 2 1 ۶-۱ 
5 5551 


6 71533435 6 45 23 6۱/1 2345 1 
2 
Fea -‏ یبویا و 45 سوم 1 


۱ 5 4 3 2 21 6۱ 5 4 3 2 6۱/1 5 4 3 2 ) سس 
)7( 5 6 1 472 6541۳۱53 31۱ ۱2| عع م د د 9*۶ 
6٩۱24 6 9‏ 5 34 2 6۱/1 5 34 2 )عم 

9 +55-53212345217 ٩ 1 815 4 2 

3 42 1 65 23 4 5 

5 ۳ 
9 تن )2289 (fog)‏ 
6 5 4 23 1/ 61 234561023845 ]دوریم 
(و) 3ه قز ۳ 6 ۱ 612345۱3 9 
6۱ 5 4 125/ 56 61 5 234 )مر 
1 5 6 3 1 3 ۱۸ از هد د اماد 5 م 5 1 5د 9 


ااب ۵ ليست ابدالية : من أجل 3 ۲ » لآن عملية ترکیب التطبيقات لست ابدالية 

في الحالة العامة » وكمثال على ذلك فان و٠/90/«6‏ كا يظهر في الفقرتين (ج) » (د) 

اعلاه . 

لا ۰ ويكني أن نقارن نتيجة الفقرتین (ه) » (و) أعلاه . 

من الفقرتین (ه) » (ز) نتحقق من الطلوب . 

رتبة العنصر ۶ هي رتبة الزمرة الجزئية الولدة بالعنصر ۶ أي أن ((/>۱/۱-۱ كا أشرنا إلى 

ذللك سالقا . و عا اله من ات كد سهو له أن العناصر EFT EF 2° CI 2F‏ 

-5/ كلها مختلفة » حيث و1 العنصر انحاید في م5 فان 6>-|</»|-1/|. 

وبالثل مكن اتا كه آن عناصر الزمرة الزئية الولدة بالعنصر ۵ کلها فة يق : 
(و1 ع 9 9,9 ,03 ,۱9,92 << و 

ومن ذلك نستنتج أن 6 (9|. 


١64 


٦ه‏ امموعات المشاركة Cosets‏ 


لقد عرفنا في البند )۲--٩(‏ أنه إذا كانت © زمرة ما فان المجموعة (6) تحوي جميع الزمر الجزثية 
للزمرة 0 » وق هذا البند سنتحدث يعن ما سمى باحموعات المشاركة لزمرة ما وبعض خواصها 
وعلاقتها بالزمرة © نفسها وسيطلع القارئ على مدی أهمية المجموعات الشاركة من خلال هذا 
لبيك والنتك الذي تلبه . 


تعريف (*۳--۵) 

إذا كانت 6 زمرة وكانت 6> 1 فان المجموعة (811|*«!- 18« » حيث 66× تسمى 

مجموعة مشاركة يسرى (00566 ]]16) للزمرة الحزئية ۸۷ ۰ كا يقال إن× هو هثل المجموعة 8× . 
وباشل يقال إن المجموعة [(868|*/)-<«4 مجموعة مشاركة يمنى 

)rıght 6051 (‏ للزمرة الحزئية 2 . 

مثال ( 4) 


)١(‏ اذا كانت (0,۰) زمرة » حیث (1- 1,18-,141-<©0) »> وكانت 1>6 » حیث 
(1- ,1)< 7 . فان المجموعة المشاركة اليسرى للزمرة 7 بالنسبة للعنصر 1 هی : 


وفق التعریف (۷--9) ۱ - iH‏ 
(-1)}={i -( - )11,)-1((‏ ,211 
1۱۱۱ - 
زر - 


امحموعة الشاركة المنی ل 2 بالنسية للفس العنصر =i‏ 


© اذا کانت و5 زمرة التناظر من الدرجة الثالثة وکانت و11>8 سيك : 


0 1 0 1 ۳ 4 ۷-۱ فان انحموعة الشاركة الیسری ل 17 بالنسبة 


#۴ 1 2 


مرو[ 1 )هي : 


xH={xh|lheH} 


فق {DEED‏ 
مزع( 


١66 


كا أن المجموعة المشاركة المنى ل 8 بالنسبة ل × نفسها هي : 
۱ << [] 


زرد 2ا2 2 2 117 2( 
م و0( 


من ۰۸0۵ ۵ نید أن 1 - 8< وهدا رعا بوحی بان احموعة المشاركة الیسری لزمرة 
جزئية بالنسبة لمثل ما تساوي المجموعة المشاركة العنى لنفس الزمرة الحزئية وذلك بالنسبة للممثل 


E‏ ولکن 1 الا جاد سرعان ۴ يتلاشى بعل قراءة المثال الاي 
مثال ( )٠١‏ 


ادا كانت و3 زمرءة التناظر من الدرخة اثالثة وكانت 8>6 ۰ خث 


0 . ( 4 : ۱ ۱-1 , فان احموعة الشاركة البسری ل 2 بالنسبة للممثل 


دهع و )=× مي: 
5 2 1 3 3۱/1 2 1)]-م 
3 1 سس رو و از و ها ۴۶۶۳ 
3 2 1 31 3 1 
مرو ی یل واا 
في حين أن احموعة الشاركة المنی ل 27 بالنسبة ل × نفسها هی : 
3 3/1 ۸112 3۱ 2 31/1 2 !]سس 
ress lass 2 3 1‏ 
9 7 3۱ 9 1 
9 2 ۲ 4 3 )- 
من ® ۰ © نستنتج أن x + Hx‏ . 
ملاحظات 


(۱) |ذا کانت 6 زمرة ابدالية وکانت 6> 1 فانه من الواضح أن ٨1×‏ < 85 وذلك لأنه مها 
يكن heH‏ فان xh=hx‏ « حيث 260 . 


١5 


م6 ادا كانت 6 زمرة وعانت 6> ]ا فان Hx‏ -عر - 3 جه Hx‏ ع ۳7 » ححيث XE)‏ 


(لاذا 9 . 


نظرية (55) 


اذا كانت ي زمرة منبة رتبا 7 وكانت H1‏ زمرة حزئیه من ) رتنا 7 وعرفنا علافه ۸ على ) 
على النحو الاني : 


(0) 


: فان‎ Vx, عبر‎ G:XRy دجم‎ eH 


8 علاقة تكاقؤٌ على 6 


(ب) 1ط حيث 0/8 -2م محموعة اصناف التكاقوٌ و '1 هي الجموعة الي عناصرها 


(ج) 


(0 


احموعات المشاركة اليمنى امتلفة ل 1۷ . 
| أي أن ۳۱/۱6۱ 
البرهان 
)١(‏ ۶ علاقة انعکاسية لانه : 


۲( هب =eeH‏ 1 يرير : رن ع يد ۷ 


(۲) 2 علاقة تناظرية لأنه اذا کانت #عو عت برد فاننا نلاحظ أن : 


مرت اوی 

(لأن 8 زهرة) (xy) eH‏ جه 
(لادا ؟) eH‏ ریز جه 
(تعریفا) جه 


(۳) ۶ علاقة متعد به لانه اذا كانت ۲,260 ,× محيث 2 برد فان : 


(تعریفا) ع 1 2 م قرع ۲ زب جه XRyayRz‏ 
(لأن 1۷ زمرة) ع1 عه - (* (xy yz‏ > 
رلادا ؟) ۶ > 


من (۱) ۰ (۲) » (۳) نجد أن ۸ علاقة تکافو على © . 
(ب) با أن 6 مجموعة منتبية فان محموعة أصناف التکافو 2 هي محموعة منتبية أيضاً : 


۱۷ 


وليكن ۱۳-۶ فيكون : 


x, =e= {xe G|xRe} ×, تعر بف‎ 
={xeG|xe eH} R۸ تعريف‎ 
-{xeG|xeH} 6 الأن 21-6 العنصر الحايد في‎ 
=H (Hx, - He=H )لاحظ أن‎ 

تعریف 22 و ۲ EB}‏ ° و <|6 ع = xX;‏ 


لان ={xeG|xe Hx} ; xx EH =>xx; : < he H‏ 
تعر يف x= hx,€ Hxر; Hx‏ ج- Hx,‏ = 
وبالثل نوجد و5 ,3,۰۰۰ حيث نجد أن : 85ح و Hx, ٠٠١,‏ بت 
وعا أن 4۵ =ر×ہم ,× ما لم تكن [- ]م ,۰۰۰ ,2 ,1= ز ,ن) فان : 
Hx, Hx;= 4‏ ما 2 تكن را( يه ب2 ,1 حر با 
ولا كان 6 دب لا فان 6- 2 لا 
1 =1 
(ج) من افقرة زبخ ی 
عدد الحدود ۲ ,۳۰۰۰2 | Hx, | + | Hx,‏ |= |6 | <<( 
1۰۰۰-۳۷ + حت 
1 << 
4 
(لاحظ أن عناصر ,×11 مختلفة لأننا لو فرضنا أن ,× ر۸ =× ,181(۸ 6ر۸ ,,م) لأدى ذلك 
إلى أن < ۷۱ ومن ع احية اخری فان عدد عناصر 8 لا عکن أن ريك عن عدد 
عناص 1] و لد لت فان ”= ,11| مه من اجل ۴ ,. 2 ,1ع-1) 
واصح ما تقد م أن 711 أي آن 
۳۱۱ 
ملاحظات 
(۱) يي النظرية (*-1) لو عرفنا ۸ على النحو عبر دج G:xRy‏ عر ۷x,‏ لكان بالامکان 
إثبات فقرات النظرية الثلاث بشکل مائل اما لا فعلناه اعلاه مع الأخذ بعين الاعتبار أن 
احموعة 7 عندئذ هي احموعة التى عناصرها احموعات الشاركة البسری الحتلفة ل 8 . 
(۲) في النظرية (15) ادا آخذنا (6)ل فان 7-۱۱1 وبالتالي فان (د) رت 


۱۸ 


(۳, 


05 


أ 


03) 
(0 


وبذلك یکون |6|< #«<7 وتکون : 
ری ۰۰۰ رو ,=( a= P=‏ ,۰۰۰ و زود ej‏ 
أما اذا اعذنا = فان «-|06|-|8#|ا-” وعندها يكون 1-+ اي أن : 
=e‏ 

إن النظرية (5-5) من أهم نظريات الزمر وببرهاننا علیها نکون قد برهنا نظرية تنسب إلى 
العام الریاضی لا غرانج 6 ونصها كالاني : 

«ادا كانت © زمرة رتبا ۸ وكانت 1 زمرة جزئية مہا رتبا 7 فان ۸|" ) 

يسمى العدد ۲ الوارد في النظرية )-٩(‏ الدلیل <1206 ويرمز له بالرمز [6:70] أي أن ٠‏ 


0 
= [G: H]= = و وج‎ :[G:H]}|H| 


نستنتج من النظرية (7--1) أنه لا يمكن أن تكون © > 84 ما لم تكن رتبة ۴ أحد عوامل 
رتبة © وهذا شرط لازم فقط ولكنه ليس كافياً (ونعبر عن ذلك بقولنا ان عكس نظرية 
لاغرانج ليس صحیحا) . 

ستنتح ما سمو أنه اذا كانت 6 زمرة وکان 206 فان << || . 

اذا كانت © زمرة رتبتها عدد أولي فانه لا بوجد ها زمر جزئية فعلية غير تافهة » وبذلك فلا 
یل أن تكون 6 زمرة دائرية مولدة بالعنصر × » حيث 66× +ع أي أن «١-6‏ > . 


5 "5 الزمر الجزئية الناظمية Normal Subgroups‏ 


تحدثنا في البند' (--۲) عن الزمر الحزئية لزمرة ما وي هذا البند سنتحدث عن نوع خاص وهام 
من الزمر الجزئية لزمرة ما يدعى الزمر الجزئية النا 
تعريف (5 - ") 


نقول عن زمرة جزئية 7 من الزمرة © انها ناظمية » ونرمز لها بالرمز© > ۷ اذا نحقق الشرط 
الاي 


VxeG:xHx = 


نستنتج من هذا التعريف ما يلي : 


(۱) 


Hx‏ < ۲( جه 6( ل] ‏ حيث 6 ع2 


١ 4 


آي أنه إذا كانت 56 17 فان المجموعة المشاركة اليسرى للزمرة 74 هي نفسها المجموعة 
المشاركة العنى ل 2 بالنسية للممثل *.. 

H SIG ««طعد: عام )علا جه‎ eH (TY) 

(۳) ادا كانت © زمرة ابدالية فان كل زمرة جزئية منها ناظمية لتحقيقها التعريف (5-5). 

(4) مها تكن الزمرة 6 (حيث 2 < ۱6۱ ) فان لا على الأقل زمرتين جزئیتین ناظميتين هما 
4ء © نفسها . لأن كلا منبیا تحقق التعریف )-٩(‏ . 


مثال (۷--۱۱) 


ادا کانت وذ الزمرة التتاظر رة من الدرحه الثالثة وکانت و88 حيث ؛ 
3 123) 3۱ 2 ۱)] بر 
IETF 01‏ 
فاثیت أن ,95 ۲ 


الحل 
لنکتب عناصر و5 کا يل : 


ص MN‏ 123 وله 
OST OLIN‏ اوت 
رو )= EIEN FIRS‏ 
ال ا TAIT‏ دري و ساحية 


تكون 96 1 اذا أثيتنا أنه : 
6 و۰۰۰ ع1 عوج قاد VES Hx,‏ 
ما أن العناصر 647و ,× ,× فإنه من الواضح أن : 
لان ۸ زمر 3 ,2 ,1 ژ برد Hx;‏ 
=H +x, H=Hx,‏ بدا با 
وهذا متحقق کا ورد ق الثال ةم وبامکان القارعئ التحقق بسهولة أن : 
xa} =H‏ بو وا كر و۲ وود , او و و وا دوع )ع Hx;‏ رع 


: ۳۳ ۲ = ات ار خن 
وكذلك 8 - ( و E‏ و526 6× 3× و 22۷6 م2 و xgHxs = {XxX X6‏ 


۱۹۰ 


ما تقدم نجد أن 146 
ملحوظة : 
إذاكانت 6 1 وكانت 6 ۶ 4 فاننا نكتب ذلك بالشكل 156 ۰ ونقول ان 78 زمرة جزئية 
ناظسة فعلبه من الزمرة 0 . 
نظرية (۷--۷) 
اذا كانت © زمرة وكانت 1>6 وعرفنا عملية ٠.«‏ على المجموعة [ 6 ع*| 8< - 7 على النحو 
الاي : 
xH'yH=(xy)H; x, ۷ ۵۲‏ 
فان النظام ( 1,۰ ) زمرة رتبها [ ۱6:1 
البرهان 
من الواضح أن 7 هي انحموعة التي عناصرها انحموعات الشاركة الیسری ل 8 » وبما أن 56 2 
فان ×84 = × لكل ×٤6‏ . » وبالرجوع إلى النظرية (*-۲) نجد [:1|<2]0]. 
والآآن لتثبت أن (3,0) زمرة كا بلي : 
)١(‏ يحب أن نتأكد أن العملية .2 ثنائية على 7 ويتم ذلك إذا ثبت أن تعريف العملية ۱.۰ 
مستقل عن اختيار مثلي 7 ۰ ۶« وهما × ۰ بر على الترتيب » أي إذا ثبت أن : 
xH=x' HayH=y'H >(xyJ)H=xH‘yH=x' ۳۰ H =(x' (۷‏ 
وهذا متحقق بالفعل كا يتضح مما يل : 
xH=x'H => xe=x'h, ex=x'h,; he H‏ 


yH=y' 8 جد‎ ye=y'h, زرا = ز جه‎ he H 


(xy)H =(x'h, (۲ اذن‎ 
=(x'h, و(‎ H ان © زمرة‎ 
= (x'h, (2 زمرة‎ H1 لأن‎ hı H =H 
=(x'y' hj) y'h=h,y' لأن 6 > 7 ولذلك بوجد ع7 نحيث‎ 


= (x y')H hy H=H لأن‎ 
العملة «.» داعة لانه‎ )۲( 


۷ ۳۷, yH, 21۷ 21:11 ۰۳ (۰22 (ر<)ع‎ 11 ۰2۷ ).١ تعريف‎ 


۱۱ 


تعر بش ۲ . ) (xy)zH‏ = 

لأن 6 زهرة 25 = 

- xH-(yzH) ).( تعريف‎ 

تعريشف xH‘(yH:ZH)  ).(‏ - 
(۳) 1-۰1۲7 هو العنصر الحايد لأنه : 

1 ع =(ex)H =xH =(xe)H‏ :1:6۰ ع آم ۷ 
)٤(‏ کل غنصر ٤7‏ ۲د نظيرة 1167 ۱-7( لأنه . 
81 عد قا ع ۲( =(xx7‏ قم ع 1 =(x‏ 27:1۰ 7« ۷ 

من (۱) ۰ وحتی (4) نستنتج أن النظام ( 7,۰ ) زمرة . 
تعریف (*-۷) 
ادا كانت © زمرة وکانت 96 1 فان الزمرة 7 حیث [0 |2« - 7 رمز ها بالرمز 6/1۲ 
(وتقرأ © قباس /1) وتسمی زمرة حاصل قسمة © بالنسبة لازمرة الزئية الناظمية 11 ۰ أو اختصاراً 
زمرة حاصل القسمة إذا لم يكن تة التباس . 
ملحوظة 
ادا كان النظام ( + ,6 ) زمرة وكانت 6 > 11 فإننا نرمز للمجموعة المشاركة المي ل ٨1‏ بالرمز 
+ حيث 6ع« وتكون (۱6<+۷)-<+ 13 وبلمثل تکون احموعة المشاركة 
ارقن ل H‏ هي 

x+ H={x+h|heH} 
: واذا كانت 6 > 8 فان <+ لا < ۷ + بر لكل 0 کا يكون‎ 
| © | يد | + | + ,| ح‎ +H] +... 


O 
57/37 إذا كانت و5» 2 كا وردتا في المثال (-۱۱) فأوجد زمرة حاصل القسمة‎ 


الحل 
إن عناصر الزمرة 51/5 هي المجموعات المشاركة المنى (أو اليسرى) ل 8 وهذه هی : 


بابي اع زاس ورج د ير 


۱1۲ 


۱ ا 
زود بو بوک( = x41‏ 


ولي د HS EHS‏ ی SHE‏ 
لاحظ أن 11 هو العنصر اخاید للزمرة 51/114 وأن العنصر ]مد مولد ها رتبته 2 لآن 
3ح 84 1 قدت لق د اق بح BP‏ 


وهذا يعني أن 5/7 زمرة دائرية رتبتها 2 . كا تجدر الاشارة إلى آننا اكتفينا بحساب 
لآب x,H‏ لآن ردم لاد و x, Hux,H=S,‏ 


مثال (۹--۱۳) 


اذا کانت 7 هی الزمرة ( + ع وکانت 2 محموعة جزئية من ۰7 حبث *77 ۰ فاجب عا 


45 اثت أن 7 زمرة جزئية ناظمية من 7 


(ب) أكتب عناصر زمرة حاصل القسمة 2/712 
(ج) أثبت أن زمرة حاصل القسمة هی زمرة دائرية رتبتها :7 


: إن المجموعة 7« هي‎ )( 
mE ح‎ ! . . . , 2m, — mı, Û, m, رد2۱۳‎ 

)١(‏ إن هذا يعني أن المجموعة 77 عناصرها مولدة بالعنصر ۲ أي أن جميع عناصرها 
هي مضاعفات العدد الصحيح الموجب 1 ¢ ولذلك فا نه هن الواصح ال جموع اي 
عنصرين (عددين) هو عنصر وحيد ينتمي إلى ۰۶ وبالتالي فان النظام 
١‏ + ,۷2 ) مغلق . 

(۲) خاصتا الدمج والابدال محققتان » لأن 7ع 2« . 

(۳) النظام (+ #) به عنصر محاید هو الصفر لاله : 

mx: (۶7‏ =0+ عجوو : 2۱ ۲۲۱ ۲ 
)2 مها بخن 2 mx‏ فان نظيره 2 0 - لأن : 


mx +(—mx)=Û 


نز 


ما تقدم نستنتج أن 2 > 72 . ولا كانت 2 زمرة ابدالية فان 2 2" . 
(ب) (#س+ (1 ۵ ,... Z/mZ={0+mZ, 1 +mZ, 2+mZ,‏ 
(ج) أن زمرة حاصل القسمة هي زمرة داثرية + لاأنه يمكن توليدها بالعنصر جمدم + 1 أي أن : 
+m2))‏ 1)» > - 2/۷2 
وهذا ب بقتضى أن يكون ”= +12(١|‏ 1))|. 


Homomorphism Theorems 1 بعض نظرد بات الطومومورفيز‎ ۷٦ 


نظرية (86-5) 
اذا كانت 26 20 “6 ثلانت زمر وكان “هج موی هومومورفیزمین فان 
"0-06 [۰ 9 هومومورفیزم . 


البرهان 
لأن ۶ هومومورفيزم () G:(g°fXxy)=g(f(xy))=g( f)‏ عبر Vx,‏ 
لان 4 هومومورفیزم (۲) [)0 (() )0 - 
تعریف ٩‏ ) (۰[0 9 ()[۰ و < 


لذا فان ۰7و هو هومومورفیزم من © إلى“ . 

ادا كان 6 مگ و) لضي آیزومورفیزمین فان ")+-6: 0۰ ایزومورفیزم ۱ 

البرهان 

[ هومومورفیزم من النظرية  )۸-۳(‏ ولا كان کل من 1[ 6 پزومورفیزما ٠‏ فان كلاً منم 


تقابل » وبالتالي فان ه ۰ تقابل أيضا 1 وهذا یفتضی بدوره ه آن یکون ه 0 او رما من © ال 
: 


نظرية. (4-5) 


اذا كانت ,۰6 62 زمرتين وكان ر6« ,6:/ هومومورفيزما » فان : 
رل اذاكانت ,1>6 فان ي©8(>6)/ 
(ب) إذاكانت ,۷6 فان ي6,(>6©6)/ -8)/ 


۱٤ 


البرهان 
(أ) بفرض أن © هو العنصر المحايد في ,6 » نلاحظ أن 


(i) 81 > 6, >eeH + f(e)e f(H) => f(H)#Q 
(i) ۷۲, )وا‎ 3h, , hye د‎ ۷ =f(h Jak, = f(h) 


من (ذ) تلاخط أن : 


من النظرية (ه8) > ( )0 (زيط) )ل )رع hh‏ 
لذن 1 هومومورفيزم f(h,۸2(‏ = 


ولا كانت ,)> اع فان 11 ۰۱۷۰ وبالتالي فان "e f(H)‏ ۳,۷( ,۲0 
ما تقدم نجد أن © >(88)/. 


(ب) بجعل ,8-6 في الفقرة (أ) > نجد أن © >(,6)/-(8)/ . 


ببق أن نيرهن أنه اذا كانت ,6 فان (,1(>/)6)ز 
لإثبات أن (,8(>/)6)/ نتبع الطريقة ذانها الواردة في الفقرة (أ) . ولإثبات أن 


: هار : الاحظ أن‎ #76 
Vx'e f(G,Jah'e f(H): 33260 aheH ناد‎ (۸۱۲ =f (h) 


ويكون : 


لاذا ؟ > f00f(M f(7")‏ =" (/() )رح م 
لاذا ؟ ع f(xhx7')‏ = 


ولکن EF‏ عو لأن HAG,‏ اذن لالج( *=fhxs‏ درا 

ما تقدم نستنتج أن (,6)/ > (81)/ . 

نظرية (۷--۱۰) 

إذا كانت ۰0 6 زمرتين » وكان '6ه6:/ أيزومورفيزما » فإن +-/ ايزومورفيزم من '6 › 
ال 6. 

البرهان 

عا أن / ایزومورفیزم » فإن /. تقابل » وبالتالي فان * / هو الاخر تقابل (لاذا ؟) . ويبق عاينا 
ثبات أن * / هومومورفیزم . 


(ز) رع ارم( و 0 عبر ,عا 3 : 606 از ,۶ ۲ 


۱-2 


ولا كان / تقابلا فان : 
()* رح ءاجه (×) =× » وكذلك “)1 رع رہ (بز) رع 'ر 


(لاذا ؟) (() ع (نر) »)ع ۳ ۱ 
وبالتاي. فان : 


ا رادا ؟) 
وک و د 
إذن ‏ )۶-۹( )=( ر f‏ 
ما تقدم نجد أن ˆ ر هومومورفيزم .. وبالتالي فان + / ایزومورفیزم من 6 إلى 6 لأن 
تا تقابل . 


نظرية (۹--۱۱) 
ادا كانت ۰0 "6 زمرتین وکان '6+¬6:/ ایزومورفیزما > حيث 'ا-(<)/ فانه : 

۳ < ( )۲ 7ج ۷ 
البرهان 
n= | ۳‏ فان دح لع و هد | يعني أن "('<) -(”2<)/ صائب عندما 1-1 والان لنفرضص 
أن ۴)-(0/ صائب من أجل ۸=" ولثبت أن هذا يقتضي أن یکون ۴+۱(»)-(۸*۱م 
صاشا ودلك کا بل : 


[۶ < a 
EI) لان / إيزومورفيزم‎ 
=) × وفق ما تقد م اعلاه‎ f(x%)=(x')* a f(x)=x' لان‎ 
= (x 


إذن (٭)=('٭)/ صائب لجميع قے "٤2*‏ 


۱۹۹ 


ملاحظات 
(۱) تجدر بنا الإشارة إلى أن النظرية )١١--5(‏ صحيحة من أجل جميع قيم 762 لأنه إذا 
كان 7-0 فاننا نجد ان 
نظرية =e‏ ابر - (ع ح f(x‏ 
واذا كان ۸>0» فبوضم م <۱۷) حيث "۰7672 فان : 
ريج ۳( داح( ۳( IE Y=‏ 
6۷ اذا کانت ۰0 6 زمرتین متشا کلتین (62:0) وکان ار آیزومورفیزماً من © إلى “6 
حيث '*«-(<)/ فاننا نستنتح من النظرية )١١5(‏ أنه : 
|( | عام VxeG:lx|l=|(x>|=| f(x)|=|x' Gt‏ 
أي أن رتبة أي عنصر ×٤6‏ ورتبة صورته "0ع-()/ متساویتان . وهذا شرط لازم 
لکون عنصر ما من 6 صالا لأن يكوة صورة لعنصر ما من 6 ولكنه ليس شرطا كافيا . 
(۳) ادا كات رن ع6 » ('×)='6 زمرتين دائريتين نحيث 6|<|6|>۰0| فان التطبیق 
")اج 6 : / العرف ب f(x")=(x')‏ + ۰۳۸۶ آیزومورفیزم . 
نظرية (۹--۱۲) 
ادا كانت 6 “6 زمرتین وکان "6ه 6:[ هومومورفیزماً » حیث ×=( فان نواة ‏ زمرة 
جزئية ناظمية من 6 اي آن 2626 كرد روات کل 
البرهان 
رم ما أن )1 فان (ع۰6/16 ۰ وهذا يعني أن ۵ عل 
(۲) ادا کانت عر فان : 
لأن f‏ هومومورفيزم ‏ (۰ ۲ )از 


نظر بة ۲ («6) )م = 
۳0 ۲ و مس 
ویس 


ادن كزع xy‏ 


من (۱) ۰ (۲) مد أن 06 > 1 


VxeGakeK: f(xkx ')= f(x) f(K) f(x 71) هومومورفيزم‎ f لان‎ 
=f(x)e' f(7) keK لأن‎ 


۱۷ 


لأن » عنصر محايد (1-*)/(*)/ر- 


لان هومومورفزم )° =f (xx‏ 
(1)6- 
"م — 


فان 616 ۰ "اد ومنه نستتم أن 40 K‏ 
3 
مثال (۷--۱۵) 


(۱) إن الزمرتین(6 ,,2) ۰ (0 ,25) متشا کلتان (أي أن ,22:2 کا بتضح ذلك جلیاً من 
لقال وھا ولا کانت 2-5 ۰ 22-35 ورين دائریتن » کا أن 
ا4 = 2۶۱| فانه یکن لتعیین ایزومورفیزم از بینیا أن نربط احد مولدات +2 ولد في 
24 . أي أن 2+2 » حیث "2 -(۳)راپزومورفیزه 

(۷) إن الزمرتین (© ,م2) » ( 5,٠‏ ) » غير متشا کلتین (أي أن ,5,2 ) بالرغم من أن 
5126| ۰ وذلك لان 20 زمرة إبدالية (بل دائرية) في حين أن و5 زمرة غير 
إبدالية. 

(۲) إن الزمرتين ( 8 ,ور ) » ( 2,3 ) غير متشاكلتين لأن رتبتهما مختلفتان (أي أن 


(13= | 2 12 - | + 2) 
(4) ان الزمرتن ( ۰)72,,6 (+ ,2/57) متشا كلتان لان : 


2/5727 حيث "52("(=1 + 1))/ ۰ ایزومورفیزم (فلاذا ؟) 


عارین )١5(‏ 
(۱) بين مع التعلیل أي من الأنظمة التالية یکون زمرة : 


١ ۳‏ *. ) ۰ حیت معر فه على النحو : لإا ح ۷ ۷2:3 Vx,‏ 
(ب) (*,2 ). حيث * معرفة على النحو : 3 سل ول رد ار VR‏ 
(ج) ( *& )2 حيث * معرفة على النحو : Vx,yeZ:x*y=x—)y‏ 
(د) ( *,) » حيث * معرفة على النحو : زعا ح ۲ ۷ : Vx, ye QO‏ 
(ه) (*,*8)ء حيث * معرفة على النحو : بورع عير هعبر Tx‏ 
(و) (*,*8 ) ۰ حيث * معرفة على اللحو : رباع بر غير : * 9 عبر Vx,‏ 


۱۸ 


(۲) 


() 


0) 


(ز. ECE EF‏ خی 5 e‏ الأعداد الزوجية » «+» عملية الجمع الألوفة . 
(ح) ( +,0) ۰ حيث 2 مجموعة الاعداد الفردية » «+» عملية الجمع الالوفة . 
(ط ) (١‏ + ,۷ ) ۰ ححيث (2ع|177-17 ۰ (+) عملية الجمع الالو فة . 

(ي) (©,*2) 

(Z1, O) )ك(‎ 

(ل) (@ بی2) 

Zr A) (e) 

(ن) (*,36) ۰ حيث [1-)- ۷-8 . * معرفة على النحو : 


ب(6د + مر د عد ح بر # ع : إلا ع در بعد ۷ 


اذا كانت ( *,6 ) زمرة محقق الشرط : ء=×*۷×x€6:x‏ ت آن 
أ( كل عنصر في 6 نظير نفسه أي أن ×= × لكل 66× . 
(ب) © زمرة إيدالية . 

أوجد رتبة کل من الزمر الاتية : 

(أ@ (0] ,وج 

(ب) (ل ,روم 

(ج) (دية) 

(د) 4209 حیت 268 

(ه) ( لا ,(43) » حيث ,3627 

(و) ( 46,۰ ۰ حیت 


2 9 85 7 6 5 ۵4 2.3 1 
8 10 9 1 2 ۲ و و 19 ۶ 


E î‏ ات وا 
13 كانت TT ES,‏ او وچ و و ۳ 1۲ 5 23 
7 5 4 3 2 1/ ۱ 
از و وی جیا ي 


(أ) عين رتبة کل من f‏ » 9 ۲ . 
(ب) آوجد كلا من ۰۵۰۶ ۰ 1-(/۰۵۰) 
ری كين أن 1۰-1۰۳ (زءوه) 


۱۹۹ 


(ه) إذا كانت 54 زمرة التناظر من الدرجة الرابعة فأجب عا بل : 
0 آوجد ایکا 
(ب) أكتب جمیع عناصر ,5 
(ج) ادا كانت ے5 4 حيث : 


 _])1 2 3 ٩ ۸3 4 1 2 3 ۳ 81 2 5 ۱ ۲۱ 2 ۱۲۰/1 2 3 ۸‏ 
2 ىو 2 4 3 ۱ ۳( 2 3 4 2 1 4 وا رو يه د مارم و دراه 
3 2 1/ 4۱ 3 2 ۸1 4۱ 3 2 4۱ 3 2 21 4 3 2 1 45 3 2 1 
GEIS‏ رد 1 3 شش ارت 2 1 ها 17 32 4 3۳۵2 2۱ 1۳۱۷ ۸ 2 5 


و کات > ۷ حت ۱ 


3 3 2 1 4۱ 3 2 71 4۱ 3 2 1 4 3 2 1/1 _ مر 
321 ۱ 27 1 4 ها و 1-2 0 47 2 ۵ ۲۱۷ + 


. فاستفد من القرين (۲) لاثبات أن ,۲ زمرة إبدالية‎ )١( 

(۲) هل ۷ زمره دائرية ؟ ولماذا ؟ 

(0) أثبت أن ۷,44 

(4) أكتب عناصر زمرة حاصل القسمة ,44/۷ ومن ثم احسب الدليل [,4,:۷]. 
(5) إن مک 445 فكيف نثبت صحة ذلك ؟ 

(5) أوجد ام5,/4| 


3 1 1 ۱ 3 ۱ 5 
(۷) ادا علمت انه يمكن إثبات أن ,7,5 فاوجد كلا من  ]5,:۲[‏ . ظ 
35 


۷ وفارن 





(5) لیکن ۸04 مستطیلاً كا في الشکل انحاور 
ولش ل و1۳ < ٩‏ هي مجموعة عائلاات 


۱۷۰ 


(۷) 


(A) 


(8) 
(۱۰ 


(۱۱( 


اسیا 360 ۰ ۲ تورات زاوية قاسها *130. 


اما ور ۰ و فها انعکاسا الستطیل حول الستقیمین ٠1,‏ «/ على الترتیب . والطلوب 


0 شقق آن : 


یس لعي ی ۱ کم سم 
ع ا =  * had‏ ا ۱۵ ° ال جر زر نا ۲ 


(ب) از - لا للنظام ( ٩,۰‏ ) » حيث ۰ هي عملیه ترکیب التطبیقات 

(ج) اثبت أن ( 5,0 ) زمرة ابدالية ولکنبا ليست دائرية . 

(د) أثبت أن ,2۷و حيث ,۷ هي الزمرة الذ كورة في القرین (0) . 

أوجد حموعة تمائلات الثلث التساوي الاضلاع ومن ثم أثبت آنها تکون زمرة غير 


إبدالية . قارن هذه الزمرة بزمرة التناظر و5 من الدرجة الثالثة » وحاول أن تو حد 


ایزومورفیزما بيهما . 

اود عة مائلات المربع ات انها تكو زمرة غير ابدالية رتبتها 8 » ومن ثم اثبت 

نها زمرة جزئية من زمرة التناظر من الدرجة الرابعة 

استفد من نظرية لاغرانج لاثبات أن الزمرة و5 لا تملك زمرة جزئية رتبتها 26 . 

اسن کر عبارة فما بأتي وصحح الخطأ ان وجد : 

0( 7 اللازم والكائي تکون 6 زمرة دائرية هو أن تكون رتبتها عدداً أولياً (أي 

ن > 6 زمر ا اک |8[ حبق م عدد أي 

(ب) سنا 6 زمرة ذائرية رتبتها عدد ایل فانه بوجد ها زمرتان جزئیتان فقط . 

(ج) اذا کانت © کا في الفقرة (ب) فانه بوجد 1>6 محيث |۱۳8|>|6> ۱ 

رد إذاكانت © کا يي الفقرة (ب) فان كل عنصر من عناصر 6 يولدها ما عدا العنصر 
احاید , 

(ه) إذاكانت ۰0 6 زمرتين دائريتين حیث ۰۱6۱-۱6-۲ حيث م عدد أولي 
فان 6 2 6 . 

زوب ©> 7 جه ۱۱۱/6 

(ز) © زمرة داثرية <> 6 زمرة إبدالية . 

(أ) هل يمكن اعتبار 5> و5 ؟ وكيف يتم ذلك إذا كانت الإجابة بنع ؟ 

(ب) هل يمكن اعتبار ,5,5 » حيث ۰757 مع التوضيح ؟ 


۱۷ 


(۱۲) إذاكانت © زمرة وكانت 4 مجموعة جزئية منها (أي.6 4 ) وعرفنا المجموعة (4)ح كا 


بلي : 


C(A4)= xe 6 | ع عع‎ ax ۷ ae A} 


فاثبت أن (0)۸ زمرة جزئية من 6 رآى 6۸(>6 . 


ملحوظة 


تدعى الزمرة الجزئية (4)© مم ركز ( 4 اه ۲ععناهتاهع) ) » وكحالة خاصة عندما تكون © -4/ 
فان (6)€ تدعى مركز الزمرة © (Center of 6G)‏ . 


(۱۳) ادا كانت © زمرة وكانت 4 مجموعة جزئية منها وعرفنا المجموعة (۸۷۸ کا بل : 
A}‏ =1 هدجه N(A)={xe G|xA= Ax‏ 


اڭ أن N(A)‏ زمرة جزئية من ©) . 


ملحوظة 


تدعى الزمرة الحزئية N(4(‏ منظىم )4 Normalizer of‏ 


(۱4) ناقش تشاکل الزمر الاتية » وحاول إيحاد ایزومورفیزم واحد على الأقل بين أي زمرتين 
FB) (۱‏ ,ی ) 
(ب) (۰,و9) 
(ج) الا 
(د) (1,:0) » حيث 7 محموعة عاثلات الثلث التساوی لاضلاع . 
(ه) (+ ,2) 
ف (+ :2 ؛ حیث ظ جخ العداد ريد 
(۱6) أذكر سبباً واحداً على الأقل لعدم تشا کل آزواج الزمر الاتية : 
() (8 ,۰2 (,8) » حيث 5 مجموعة تمائلات المستطيل المذكور في القرين 
(1). 
(ب) ESED E.E‏ 


۱۷ 


(=) (ا 22 ۰ 0 ,53( . 
(د) (8 ,)۰ (5,۰) ۰ حيث 5 مجموعة عائلات المربع . 
(ه) (لا,, 2 . )8,٥(‏ » حيث 8 مجموعة تمائلات الحمس النتظم . 


۱۷۳ 


الباب السابع 


الحلقات و الحقو ل Rings and Fields‏ 





¥ مقد مه وتعار يف 


لقد راينا في الباب الخامس أنه إذا كانت 5 مجموعة غير خالية » فإنه يمكن تعريف عملية ثنائية 
عليها » وعبرنا عن ذلك بالشكل (*,5) . کا رآینا أنه يمكن توسيع هذا المفهوم ليشمل تعريف 
عمليتين ثنائيتين على مجموعة 5 ۰ وعبرنا عن ذلك بالشكل (5,*,0). وقد رأينا في الباب 
السادس آن النظام (*,5) يشكل زمرة عندما عق شروطاً معينة » وف هذا الباب سبری الا 
آن النظام (5.*.۰) پشکل خلقة عندما محقق شروطا معينة ضا » کا أن الحقل ما هو إلا حالة 
خاصة من الحلقة (أي أن کل حقل حلقة والعکس قد لا يكون صحیحا) . واحلقات من 
المواضيع الرياضية الواسعة وامامة : اذ تشي عا في كثير من فروع الرياضيات » ولکننا هنا 
سنكتنى بتقديم بعض التعاريف والنظريات الأولية موضحين ذلك بالأمثلة » كا جدر بنا تنسه 
المارى الى التشانه الکبیر بین کثیر من | الفاهم والنظريات الوا ردة في الزمر وما تین 5 امحلقات 
أو الحقول > ما يسهل على القارئ استیعاب الأفكار بسرعة ع وما یلفت عا الى الترارط انحکم 
والتناسق الجميل بين الأنظمة في الرياضيات . هذا وسترمز للحلقة بالرمز ۸ وللحقل بالرمز ۴ 
خلال هذا الباب > ما لم ينص على خلاف ذلك . 


تعريف (۱-۷) 
يقال إن النظام (۰,+ ,۸) حلقة اذا حقق الشروط الاتية : 

. 0+ « النظام (+,8) زمرة إبدالية بالنسبة لعملية جمع نرمز ها بالرمز المألوف‎ )١( 
.»۰« (؟) النظام (,) شبه زمرة بالنسبة لعملية ضرب نرمز لها بالرمز المألوف‎ 

(۳) عملية الضرب »٠«‏ تتوزع على عملية الجمع «+» أي أنه : 


عا + التوز یم قن السار مت وا نیام و E‏ 
قاس التوزيع من العین د١2‏ ل عر+ برح عر 2(۰ + بر) 


7/5 


ملاحظات 

(1) اذا كان النظام (8,0) إبدالياً قبل إن ۸ حلقة ابدالية . 

(؟) اذا کان النظام (,1) به عنصر محايد قيل ان ۸ حلقة فیها عنصر الوحدة (أو اختصاراً فيي 
الوحدة > وعنصر ۱ لو حد و هدا هو العنصر | المحايد اراي پا 

() ایو ار : xER‏ د لجسي الف زن عس ولنظير ۶ ۳ ان وحد ) ۷ اك 
تد کر أن ۷« <(ع-)- ‏ وكزالق جد ر ين 

)۵( نکش 2۳۳۳ بالشكل SF‏ و Emmy‏ بالشكل ست هر لكل راع[ x,‏ . 

() ليس بالضرورة أن تكون العملية «+» هي عملية الجمع اللألوفة وکذلك الخال بالنسبة 
لعملية الضرب (| * اا , 


تعريف (۷--۲) 
يقال ان النظام (۰,+ ,۴) حقل اذا حمق الشروط الاتة : 


(۱) (+ ,۴) زمرة إبدالية بالنسبة لعملية جمع نرمز ها بالرمز .٠+«‏ 
)۴*,١( )۲(‏ زمرة إبدالية بالنسبة لعملية ضرب نرمز فا بالرمز ٠۰١‏ » حيث [0)- ۴ =*۴. 
(۳) عملية الضرب ۱ تتورع عل عملية الجمع و . 


من التعريف (19--7) نستنتج أن كل حقل حلقة » ولكن العكس قد لا يكون صحيحا 
لأننا لم نشترط عند تعريف الحلقة ۸ أن يكون النظام (۰ ,*8) زمرة » فضلاً عن أن يكون زمرة 
ايدالىة . 


تعر یف 7( ۴ 

اذا كانت R‏ حلقة و کانت 21 ۶۲« ۵ فيقال ان 4 حلقة جزئية للحلقة (أو من ٠‏ الحلقة (R‏ ادا 
کا "+ نفسھا حلفة بالنسية تعملیی الجمع والضرب المعرفتين عل R‏ وس رمز لد لك بالرمز 
RK SR‏ , 


وبشكل مماثل تماماً نعرف الحقل الجزئي لحقل ما ؛ أي إذاكان ۴ حقلا وکان '۴ حقلا 
ایشا : حيق ۴ قن ۴ حقل جزني للحقل ۴ وسترمز له بالرمز ۴ > < F7‏ 


۱۷٥ 


مثال (۱-۷) 


)۱( 
)۲( 
فيه 
05 
03 


03) 
(2 
(۸) 
(۹) 

)۱۰( 

(۱۱۱ 


(۱ 


ان النظام +,٠(‏ ,2) حلقة ابدالية فيا الوحدة وهی العنصر احاید 1 . 

إن النظام (,+ ,۵) حلقة إبدالية فیها الوحدة وهي العنصر الحايد 1. 

إن النظام (,+ ,18) حلقة إبدالية فيا الوحدة وهي العنصر الحايد 1 . 

إن النظام (۰,+ ,)) حلقة إبدالية فيبا الوحدة وهي العنص, النمحايد 1 . 

إن النظام ,+ ,5) حلقة إبدالية » حيث 8 مجموعة الأعداد الزوجية » أي 8-27 
لاحظ أن الحلقة 6 لا تملك عنصر الوحدة لأن 8 »1 . 

إن النظام (,+ میع) حلقة إبدالية فيبا عنصر الوحدة هو ,162 عندما 2<" . 

إن النظام ,+ ,,,2) حلقة ابدالية (متى يكون فيها عنصر الوحدة ؟) . 

إن النظام (: ,+ ,7:2) حلقة ,ابدالية » حيث “762 متی يكون فيها عنصر الوحدة ؟) . 
إن النظام (0,+ ,6 ليس حلقة » (فلاذا؟ ) . 

إن النظام (,+ ,2) ليس حلقة » (فلاذا ؟) » حيث 2 مجموعة الأعداد الفردية . 
إن النظام (۰,+ ,(0)) حلقة إبدالية »> حيث 0+0-0 و 0-0=0. 

إن 10 هي اصغر حلقة وتعرف بالحلقة التافهة (او البديبية) » وفيها العنصر الحايد 
الجمعي يساوي العنصر الحايد الضربي » أي أنه عکن اعتبارها حلقة فا الوحدة هو 
الصفر (أي 0= 1) » وهی الحلقة الوحيدة الى تتصف ذه الصفة ‏ اذ أن أي حلقة 
10ج 16 ۰ ادا كان فيها عنضر الوحدة ۳ العنصر المحايد الضربي 5 ع1 076. وي 
الحقيقة سنعتبر أن أي حلقة فیها الوحدة مكونة من عنصرین فأ کثر » ویکون من ضمن 
عناصرها الصفر وعنصر الوحدة 1 . 

مها تكن ۸ فان ۸>۸ » أي أن ۸ حلقة جزئية من نفسها » وهذا بعنی أنه اذا كانت 


(0) 4 فان ا على الاقل حلقتین جزئیتین مختلفتين هما (0) ۰ ۸ نفسها . هذا واذا 


كانت ۸> ۰۴ بحيث ۸'۶۸ قیل إن '۸ حلقة جزئية فعلية من ۸ ونکتب > ۲ . 


مثال (۲-۷) 


)١(‏ إن كلا من الأنظمة (,+,۵) ۰ (,+.ع8). 3,+,©) یشکل حقلاً وفق 


لر ¥ . 


(۲) إن النظام (,+ .م) حقل » حيث نز عدد أولى . 


۱۷۹ 


(۲ 


(£) 


ان كلا من الأنظمة (,+ ,۰ ,+ مق بج م2 ,+ ,*@ (بج,ه) 
,+ ,[0)) : (,+ ,4 » حيث :7 عدد غير أولي لا يشكل حقلاً لعدم تحقيق أي منها 
للتعر يف 9لا ؟) . (أذكر سبباً واحدا عل الأقل لكل واحد من الأنظمة السابقة يكون 
من أجله التعريف (۲-۷) غير محقّق » لاحظ أن 8 » 2”» 2 هي نفس المجموعات 
المعرفة في المثال ))١—۷(‏ . 

من تعريف الحقل نستنتج مباشرة أن أصغر حقل هو ذلك الحقل الکون من عنصرين فقط 
هما العنصر المحايد الجمعى 0 والعنصر المحايد الضربي 1 ؛ إن هذا الحقل موجود بالفعل 
ومثاله النظام (,+ ,ر2 . 


مثال (۷--۳) 


)۱( 
)۲( 
)۳( 
0 
ر9( 
)1( 
0( 
)^( 
(۹) 


ان (۰,+ ,2) حلقة جزئية من الحلقة ,+ ,0) . 


إل (۰ ,+ ,©) حلمة حزئبه من الحلقة (۰,+ )R,‏ . 


ان ,+ ,8) حلقة جزئية من الحلقة (,+ بنا) . 


ان (:.+ ,(01)) ليس حلقة جزئية من (0,+ ,2 » (لاذا ؟) . 


إن (,+,۵) حقل جزني من الحقل (,+ ,8) . 


ان ۰۰+ ,8) حمل جزیی من الحقل (,+.0]) . 


ان ,+ ,(0,2)) حلقة جزثية من (۰,+ ,2 > (نادا ؟) . 


ان (۰,+ ,(0,2)) ليس حقلا جزئیا من (۰,+ ,و۰0 (لاذا ؟) . 


ان (۰,+ ,2) 5 حمّلا حزئبا من ( ,+ )R,‏ » (لاذا ؟) . 


Properties of Rings بعض خراص اللقات‎ ۲۷ 


نظرية )١—۷(‏ 
اذا كانت ۸ حلقة وکان ٤ر‏ ,× فان : 


(0) 


جر( > 0 - (ابز 


(ب) ((×- )ع (ر×)- =(ر=)× 


)- SY 52 


۱۷۷ 


البرهان 


أ) لا كان 0 هو العنصر الحايد الجمعى في ۸ فاننا نستطبم أن نکتب 0× بالشکل : 


)0 + 100 - )عد 
حاصه التوز يع من السار x0‏ + %0 - 
ادن x0 + ) - x0) = x0 + (x0 + (— x0))‏ 
ادن 0 + x0‏ = 0 
0× = 


وبالمثل يمكن إثبات أن 0-0 
(ب) لا كان النظير الجمعى للعنصر 1ع« هو 6۸٤(رx×)-‏ فان : 


۲) - (رز‎ + xy 0ح‎ > x)= (( > - )xر(‎ 


ولکن (۲ + ر -- )بدح ۱ +(  :)-‏ ادا ۲ 
خاصة النظير 0× — 
من الفقرة (ا) 0م 
ادن ((۳) - در )» 
وبالمثل ((×) = = ر(× - )جه 0ح نرير + 1( -) 
ولا کان ر( × + × )= ر× + ر(× -) 

- 0y 

0 


ادن (نزءد)- = بر( -) 
(ج) لنضع *<-<2 فيكون : 
سد رر ون 
من الفقرة (ب) ((2)- - 
(:(-))- = 


من الفقرة (ب) ایضا ()-)- - 


نظرية (۷--۲) 


اذا کانت ۶ حلقة وکانت د مجموعة غير خالية من ۸ فان 5 حلقة جزئية من ۸ اذا و اذا فقط 


۱۷۸ 


كان ۰ 


() 5و 
و :2 8 ,5 ۲۷ 

۱ 

(ب) 

البرهان 

اولا : 


الشرطین (أ) ۰ (ب) متحققان وفق تعریف الحلقة . 
ثانياً : 
لنفرض أن 5 تحقق الشرطين (أ) » (ب) معاً ولنبرهن أن هذا يؤدي بالضرورة إلى أن ۸> 5. 
قم عا آن (+ ,66 زمرة ابدالية و 8 محموعة غير خالية من ۸ تحقق الشرط ذا فان (+ ,5) 
زمرة جزئية من 44 » حسب النظریه (55) . 
محققة في 5 ما دامت محتواة في ۸ ۰ وكذلك فان عملية الضرب في 5 تتوزع على عملية 
الجمع . 
ا 3 
من )١(‏ ۰ (۲) نستنتج ان 5 حلقة » وبالتالي فان > 5 . 


تعر یف (۷--5) 

اذا كانت ۸ حلقة فيا الوحدة (أي 16۸ ) فاننا نقول إن : 

(۱) ۲28 عنصر وحدق اذا کان * رقيل نظیراً چا فى ه . 

RF )۲(‏ حلقة قسمة Division ring‏ (او حقل متخالف 8610 Skew‏ ) اذا كان ( 1,۰ ) زمرة . 


من (۱) نستنتج أن أي حلقة فیها عنصر الوحدة تملك عنصر وحدة واحد على الأقل هو 
العنصر المحايد الضریی (2 ع1) . 
ومن (۲) ستنتج ان کل عتصر من عناصر حلقه القسمة ۸ (ما عدا العنصر الايد 


الجمعي) یقبل نظياً في ۸ 


۱۷۹ 


تعريف (۷--8) 
ادا كانت ۶ حلقة وکان ۸ ,7 عتصر ین ن مغابرین للصفر ومحققين للشرط 0 ح ۷ ۲ فيل ان XxX‏ 
قاسم آیسر للصفر وان ر قاسم أيمن للصفر . 


ملاحظات 


0 فن الواضح أنه ادا كانت ۸ حلقة ابدالية فان أي قاسم اسن الم ت اه فاسیم أعن 
للصفر وبالعكس . 

(۷) إذا كانت (,*8) زمرة فإنه لا بوجد قواسم للصفر في الحلقة 8 لأننا لو فرضنا جدلاً أن 
۳ قاسم للصفر لوجد *۸ ٤ر‏ میث 0=ر× او 0= ×ر وني كلتا الحالتين نصل إلى 
تناقض مع قولنا إن (,*۸) زمرة لأن *۸ 0# . 

)٤۷( مثال‎ 


اوجد فواسم الصفر (ان وجدت) في كل من الحلقات الآتية : 


وم ا2 
(ب) ‏ ( ۳ £6( 
(ج) ارق » عيك 7 عدد اول . 
(د) ts)‏ 


الحل 

0( إن 20=× هو العنصر الوحيد في ,2 الذي بقسم الصفر (لأن 22-0 ) وفق 
التعريف )٥۷(‏ . 

(ب) إن قواسم الصفر في الحلقة م2 هي العناصر ۰2 ۰3 4 فقط لأن 2.3-3.4-0. 

(ج) لا يوجد قواسم للصفر على الإطلاق لأن (,‡2) زمرة › وبالتالي فلا يمكن أن نجد 
عنصرين 7625 ,* مغايرين للصفر وحاصل ضرا يساوي صفرا . 

(د) بالرغم من آن ( ((,*7) لیس زمرة إلا أنه لا يوجد على الإطلاق قواسم للصفر في الحلقة 72 
خب ی فإنه من المستحيل أن يكون 0- ح (۳ , 


۱/۸۰ 


مثال (۷--۵) 
ان حموعه حل المعادلة 2-0 +3 - 2 ف كل من الحلقات الاتية 


() 2 
(ب) و 
وح 10 


الحل 
۴۳ ا أن 0= (2- ×1 x 3 4 2= )x×-‏ 
ادن مجموعة الحل 1 2 هي 21 ,۱1 ۱ 
(ب) مجموعة الحل يي الحلقة ,2 هی [5 ,1,2,4) ۰ لادا ؟ 
)=( مو عه الحل ف الجلمة 1 هی [6,7 با » لادا © 
مثال 379ب 
اوجن حموعة حل المعادلة 3×=0-”×2- تير ٤‏ 0 كع (ب) در #.. 
الحل 
(أ) معا أن 3(=0-×)1 + x3 2x? -3×x=x×)x‏ 
(ب) مجموعة الحل في الحلقة ور2 هی (0,3,5,8,9,11) ۰ (لاحظ أن 1-11-) . 
تعريف )٦—۷(‏ 
يقال ان ۴ حلقة تامة (محال تام) «نهمده12 احتوعام1 إذا كانت إبدالية وفيها عنصر الوحدة ولا 
يوجد بها قواسم للصفر . 
نظرية (۷--۳) 
ان کل قل هو حلقة تامة ولکن العکس قد لا يكوق صحیحا . 
البرهان 
ان أي حقل ۴ هو حلقة تامة لأن (,*۴) زمرة ابدالية وفق تعریف الحقل . وبالتالي فانه لكل 


۱۸1 


۶ فان 20د ۰ أي أنه لا يوجد قواسم للصفر في ۴ » ومنه نجد أن ۴ حلقة تامة 
حسب التعریف )٩-۷(‏ . ولکن العکس قد لا یکون حا » فثلاً 2 حلقة تامة وفق 
التعریف )٩-۷(‏ ولکن من الواضح آنها ليست حقلا . 


نظرية (۷--4) 

إذا كانت ۸ حلقة تامة ومنتهية (أي مه >|#| ) فان ۸ حقل . 

البرهان 

يتم الطلوب إذا استطعنا أن نبرهن أن ۰ ,*8) زمرة ابدالية » وذلك وفق تعریف الحقل . ولا کانت 
۸ حلقة تامة فانه ییقی » لكي یصبح النظام (18*,۰) زمرة إبدالية أن نبرهن على وجود نظیر ضري 
لكل عنصر في *۸ . وا أن ۸ حلقة منتبية فسنفرض أن عناصر*۸ احتلفة هی : 


رل سس لاج د وا اعد بو 


والان نکن ye R*‏ 1 عنص | اختبار يا ؛ ولنعد كتارة عناصر R*‏ بعك ضرب کل ما ٤‏ 1۲ 
فنحصل عل : 
وا سس Ag FT‏ 

من الواضح أن العناصر في © كلها مختلقة (لأننا لو فرضنا جدلاً أن رر×= × حيث زا 
لكان ر×= رد وهذا خلاف ما ورد في ® ) وطذا سيكون واحد منها لا محالة هو العتصر احاید 
الضريي 1 لاذا؟ » اي أن اعد من أجل قيمة واحدة فقط ل 64 ت 
٩-2: 3,۰۰‏ وهذا یعیی آنه يوجد نظير ضربي في *1 للعنصر نز . وبالتالي فان (,*۸) زمرة 
ابدالية » وبذلك ‏ البرهان ؛ «لاحظ أن العنصر الحايد 1 هو نظبر نفسه) . 
تعريف (۷-۷) 
اذا کانت ۸ حلقة وکان +762 هو أصغر عدد محقق الشرط ۸×=0 لكل ×٤۸‏ قیل إن ۸ یز 
المحلقة ۲ Characteristic of the ring‏ 

اما إذا لم يوجد مثل هذا العدد فیقال إن میز الخلقة ۸ هو الصفر. 


مثال (۷-۷) 


1 إن مميز امه Le‏ هو العدد 5 
(۲) اد مميز اخقل ,21 هو العدد 11 . 


۱۸ 


۳۱( ان میز الحلقة 2 هو العدد 78 ¿ خث 7<1 . 
)٤(‏ ان مميز الحلقة 2 هو العدد صفر . 

(۵) أن مميز الحلقة 2 هو العدد صفر . 

(5) إن مميز الحقل © هو العدد صفر . 


تعریف (۷--۸) 
اذا كانت ۸ حلقة وکانت 1 حلقة جزئية منبا » فاننا نقول ان : 


. (Rıght 10621 R وأو اختصارا 1 مثالية عنی ل‎ R | حلقة جزئة مثالية تمىى‎ 7 )١( 
. إذا کان 1۳21 لكل #عم‎ 

(۲) 1 خلمة جزرثية مثا لمة يسرك ل ۸ (أو احتصارا 1 مثالية بسری ل 1 Left ideal:‏ ). 
اذا کان 71 لكل ۰6۸ . 

2 7 حلقة جزئية مثالية ل * راو اعتصارا J‏ مثالية ل ل Two-sided ideal or Ideal:‏ ( . 


اذا فقن الشرطان (۱) ۰ (۲) معا أى اذا کان 1۳21 و 7121 لکل ref‏ 


ملاحظات 


(۱) نستنتج من التعریف مباشرة أن کل حلقة لها على الأقل حلقتان جزئیتان مثالیتان هما (0) ع 
8 نقسها + وذلك بافتراض أن 8(<2| . 

(۲) ان الحلقة الجزئية الثالية لحلقة ما تلعب دوراً ماثلاً لدور الزمرة الجزئية الناظمية لزمرة ما . 
ومن هنا برزت أهمية الحلقات الحزئية المثالية حلقة ۰ فلقد رآینا أنه إذا كانت 18 زمرة جزئية 
ناظمية لزمرة ما © فان المجموعات المشاركة العنى ل 7 هی نفس المجموعات المشاركة 
الك کا ج الو ملستت ا هه كين ا لشس س اة 
6 وفق النظرية 785(9) وقد عرّفنا مثل هذه الزمرة بأنها زمرة حاصل القسمة 0/17 . انه 
بالامكان أن نفعل الشي ذاته بالنسبة للحلقات » فلو كانت ۸ حلقة وكانت 1 مثالية ها 
لكان بالامكان إثبات أن المجموعة (۳+7۳>1)-7 تكون حلقة بالنسبة لعمليي الجمع 
« +» والضرب (۰۰ المعرفتين في ۸ (لاحظ أن +ع ردم لکل rER‏ ¢ وان عناصر 
7 هي احموعات المشاركة بالنسية ل 7 ). 


۱۸۳۳ 


تعريف (۹—۷) 

اذا كانت ۸ حلقة وكانت 1 مثالية ل ۸ فان الحلقة الى عناص‌ها المجموعات المشاركة بالنسية 
ل 1 (أي 7 وفق ما ذکر آنفا قبل التعریف مباشرة) تسمی حلقة قسمة ۸ على 1 (أو 
إختصاراً حلقة القسمة ‏ إذا لم يكن ثمة إلتباس) ویرمز ها بالرمز ‏ 81 


. (Quotient ring or factor ring) 


مثال (۸—۷) 


إذاكانت ,8-2 وکانت 8> (0,3)-1 ۰ فاجب عا يل : 


۱( ا ان 1 ا دم 7. 
(ب) اخ حلقة القسمة 7/1 . 
امحل 
( تکون 1 مثالية ,2 اذا كان 7۲2121 لكل ,۳22 وفق التعریف (۸-۷) وهذا 
متحقق كا بلي : 
من الواضح أن ۲-1۳ لأن م2 حلقة ابدالية . وبالتالي يك أن نبين أن ۲721 لكل 
i 2‏ 
ان 01-1 وکذ لك 31 ۰ لان ۰0,361 کا انع عه زان 1 هو العنصر المحايد 
اعرف . 
7 21 > 10۱ - 2.31 ,2.0) < 21 
47 > 10۱ 140,43 = 41 
اع [5 >= (10,3- 5.31 ,15-0 - [5 
يكن إيحاز إجابة الفقرة () كا يلي : 
31م ]۳ جه لح ۲: ۷۲۶۶ 
النظرية (۷--۱) » كا ان : 


عندما یکون ۲ زوجیا 0٥1‏ ۱ 
عندما یکون م فردیا 1ع3 


(ب) 10+1,1+1,24+1[1- م8 


۱۸ 


مثال (/ا-4) 
إذاكانت 2-2 وكانت 2>2” فأثبت أن 2” مثالية ل 2 » حيث +7162 » ومن ثم أكتب 
الحل 
تكون 2 مثالية ل 2 إذا كان :(2):2 2(=”2”)ء لكل ۲٤2‏ . وعا أن 2 حلقة إبدالية فان 
۶(۳) <(۲۰2 لكل ۳22 ويكون لدينا : 
(۱) اذاکان 1=" فن الواضح ان 2= 12= 77 وبذلك تکون 2> 2+- مهم لكل 272 

وهذا يعني ان 7 مثالية بالنسبة لنفسها » وتکون حلقة القسمة عندئذ هي (2/2<)0. 
(۲) لنفرض أن 2< فتکون : 

—2m, —m, 0, m, 2m, ...} )(‏ ,. . . أ - ]۱۱۱۱|۷6 ع ۸۱0۱ < ۱۸۱۸ 
ومن الواضح أنه لكل ۸ jli‏ تمع 7زم”) - زم" o‏ لأن ۸) هو مضاعف للعدد 
وهذا يعني أن «2ك نمم لكل ۰۳22 وبالتالي فان 72 مثالية ل 2. 
ان حلمة القسمة هى : 
1+mZ,..., (m—-1)+mZ}‏ ,قم + 0؟ ع 7/۳ 

مثال )٩۰--۷(‏ 
ز0 ات الله 2 لیست مثالية للحلقة ۵ : فلا معا ب 7 2 . 
(۲) ان الحلقة © ليست مثالية للحلقة © ۰ فثلا AER‏ ينا ۵ ۶ 202/ . 


نظرية (۷--۵) 

ادا كانت 1 حلمه فا الو حدة وعانت ]1 مثالية R J‏ وبا عنصر وحده فان RK‏ = 
البرهان 

ها أن 7 مثالية ل ۸ فان ۶۲57 لكل ۴6۸ . ولا كانت 1 فبا عنصر وحدة ولیکن !ةة 
فاته بوجد له نظیر ضرق ۵-۱ فی ۸ غیت یکون 471۸-121 . وهذا یقتضی أن یکون 
۲۱-۳۵1 لكل ۲28 وهذا يعنى أن 821 وبالتاي فان 1<8. 

ملحوظة 


نستنتج من النظر بة  »(‏ ه) أنه اذاكان ف حقلا فانه لا بوجد له حقل جزني مثالي عدا نفسه . 


۱۸۵ 


۳۷ هشومومور فيز م احلقات 731 111155 


لد تكلمنا عن المومومورفيزم » في الباب الخامس ؛ من نظام ذي عملية ثنائية واحدة إلى آخر 
تماثل له وطبقنا ذلك عند دراستنا للزمر في الباب السادس حيث تکلمنا عن الهومومورفيزم من زمرة 
ال اخری وبخاصة الایزومورفیزم بين زمرتين وما له من أهمية في دراسة الزمر . ولقد آشرنا في الباب 
الخامس أيضاً إلى توسیع مفهوم امومومورفیزم لیشمل تعریف هومومورفیزم من نظام ذي عملیتین 
تنائشتن إلى انحر ممائل له واثبتنا أن النظام (© ,© 0 پشا كل التظام ( زعا ,ل میگ ۽ ولا كانت 
15 ۳ و ؛ بر2 حلقة فاننا نکون بالفعل قد أعطينا مثالاً جيدا على ما یسمی بهومومورفیزم 
احلقات . 

تعریف (۱۰-۷) 


)۱( نقو ل أن 1 هومومورفیزم من حلمهة R‏ إلى حلمه "1 اذا حمق ال لشرطين الا تیش : 


J(x+y)=f(x)+/(y) 
f(xy) =f(«)f(y) 


(۲) نعرف نواة الهومومورفيزم / کا بلي 
ker f=f (0')={xe R| f(x)=0'e R'}‏ 


Vx, ye 1 


عاریین (۷--۱) 

1 اذا كانت (+ 7)) زهرة -جمعيه ابدالية عنصم ها احاید الجمعي هو 0 » وعرفنا على G‏ 

عملية ضرب ٠١١‏ على النحو الاي : xy=Û‏ لکل 0 x, ye‏ الت آن النظام ( ,1 (G,‏ 

)۲( اا کات 8 .مه ما ات ثبت أن النظام (0.+ ,(5)م) حلقة ابدالية فييا عنصر الوحدة » 
حیث : 

( ۱۶ ۸)-( ۲د۸۱)< ۲1+ ور 


؛:(5)مع 6,۷ ۷ 
۲ = 0 ۳ 


ارشاد 
اعتبر 4 هی العنصر الحايد الجمعى و 5 هی العنصر الحايد الضربي في (5)م 
۳۱( ۱( ادا كانت 7 «Sc‏ حيث (2|*27/*) =8 فاثیت أن 8 لیست حلمة جزئبه من 


۱۸۹ 


3 


ا 


(1) 


(¥) 


(^) 
(٩) 


)۱۰( 
)۱۱( 
)۱۲( 


(ب) ادا كانت ۲>۴ » حيث r‏ اخ أن 7۲>08 . 
لتكن ( © عر مد 2/ينر+ع) -5 أثبت | 

۱( (۰,+,۵) حلفه ابد الية فما الوحدة . 

زاج 8۳7 حقل . 

این ی ان (۰,+,2) حقل » حيث العملیتان معرفتان کا بل : 


(x (+ و‎ y)=(x tx, رل‎ ( 


V(x, y), (x, (۲۲ 2 ع‎ 8 xR: ا‎ e 
۷ ۴: ۳ برچ رید ,رر '××)=( ”ر ,'×)(ر‎ ( 


أوجد مجموعة حل المعادلة 2-2-0« +3 في كل من الحلقات الاتية : 

2 () 

(ب) 2 

42. (>) 

(د) ور 

(ه) +2 

«نقول ان الحلقة R‏ حقق خاصة الاختزال من العين (من اليسار) اذا كان : 4-04 . 
(نإه دعره) » حيث 440 بقتضو أن يكون وص چ ۾ . 

لت آن الشرط اللازم والكافي لكي تحقق الحلقة ۸ خاصة الاختزال من المين ومن 
المسأ؛ و خن أن لا بوجد فيها قواسم للصفر . 

في القرين (۲) إذا كانت 57۵ ۰ فبين أن الحلقة (5)م فيا قواسم للصفر . 

اود جميع الحلقات الحرئة المثالة للحلقة رر2 وأكتب في كل حالة حلقة القسمة 
او 


اذا کان ۳ حقلاً فأت أن للمعادلة ووچ حلا فبه مها کانت 96 ,06 . 
اذا کات .1 ,۲,۰۰۰ حلقات مثالة للع 8 فأثیت أن تقاطعها حلقة مثالية 3 8 
اذا كان ۳+ 1[ کون با بين الحلقتین ۸R‏ ۰ ۲ نات أن 6۳7 حلقة 


مثالية في الحلقة 8 


۱۸۷ 


References المراجسع‎ 





1,  7عطصقب‎ 2. W., and Johnson, R. L., Elements of Set Theory, 2nd ed. Boston, 
Allyn and Bacon, Inc., 19/2. 

2. Lipschutz, S., Set Theory and Related Topics, Schaum’s Outline Series, New 
York, McGraw-Hıll, Inc., 1964. 

3. Paley, H. and Weichsel, M. A First Course in Abstract Algebra, New York, 
Holt, Rinehart and Wınston, Inc., 1966. 

4, Fraleigh, J. B., A First Course in Abstract Algebra, Reading, Mass., Addıson- 
Wesley, Publishing Co., Inc., 1967. 


عادل سودان وموفق دعبول » الرياضيات المعاصرة : نظرية احموعات » مؤسسة الرسالة .5 
للطاعة والنشر» ۱۹۷۲ . 
سودان ودعبول و الاين وبري ؛ الرياضيات المعاصرة : لبتي الجيرية » موسسة الرسالة ‏ .6 
للطباعة والنشر» ۱۹۷۲ . 


AA 


مسرد الرموز 


List of Symbols 


فها يلي سرد لعظم الرموز المستخدمة في هذا الكتاب ودلالة كل مها . ما م يشر إلى خلاف ذلك : 


نبي التقرير ۸4 
التقریر الرکب ۸4 و 8 
لتقریر الرکب ۸ او 8 
اذا كان ۸4 فان 8 
4 اذا واذا فقط كان 8 
4 يكافي؟ 8 
4 بقتضی 8 ۸ شرط لازم د :8 ) 
4 لا يقتضى بالضرورة 8 
4 بقتضی 8 و 8 يقتضي ۸ (4 شرط لازم وکاف ل 8 ) 
عدد عناصر الحموعة 5 
× ينتمي إلى 3 ( × عنصر من ٩‏ ) 
د ,× كلها تنتمي إلى 5 
× لا ينتمي إلى 5 
7 محموعة جزئة من احموعة 5 ( 7۲ محتواة فى ک او 3 رع 0 
7 موعة جزئية فعلية من 5 ( 1 محتواة تماماً في 5 أو 5 تحوي تماماً 7 ) 
7 ليست مجموعة جزئية من 3 ( 1 ليست محتواة في 3 ) 
المحموعة الخالية 
مجموعة القوة بالنسبة للمجموعة 5 (مجموعة احموعات الحرئية ل 3 ) 
لكل × من 5 فان . 
بوجد × من 3 میت . 
4 اعاد 8 
4 اط 8 
اتحاد احموعات ۸4 
تقاطم احموعات ۸ 
متممة (مخملة) الحموعة 5 
حاصل طرح المجموعة 8 من الحموعة 4 
الفرق التناظري للمجموعنین ۸ و 8 


۱۸۳۹ 


~4 

۸4 جر‎ B 

۸ ۷ 8 

ج ۸ 

8 جس 4 

۸ < 8 

8 جح 4 

۸4 +B 

۸ ج‎ B 

5| 

xeS 

I LES 
45 
TSS or 5 2 
1 9اه‎ 05-3 
1 5 

0 

[خام 

۷۷۰3 
°° 3۰ 3۷6۵ 
يكم 

4 


0۸ 


1 
i= 1 


NA. 


oT 
8 

8 - لم 
۸ ۸ 


مجموعة 
محموعة 
مجموعة 
حموعة 
حموعة 
مجموعة 
مجموعة 
حموعة 
مجموعة 
مجموعة 


الأعداد 
الأعداد 
الأعداد 
الأعداد 
الأعداد 
الأعداد 
الأعداد 
الأعداد 
الأعداد 


الا عد اد 


اأ دة 
۱ سج 
لصححة ۱ 4 
ظ 58 چ 
١ 9‏ ۱ (مجموعة الاعداد الطسعنة 
wm‏ - ( 


س (الكسرية : 
سیة الوجية ٠‏ 
السيية السالة 
الحقيقية ٠‏ 
الحقيقية الموجبة 
الحقيقية السالبة 
المركبة (العقدية) 


الاعتيادية) 


ù‏ ممأ الصفر 


جموعهة 
جموعة 


الااعداد 


الا عداد 


د غير السالبة 
5 غير الوجبة 


زوج (ثناني) مر 


نوی 2 
في مرب (1/- مهرد 
: | ۱ : د 

5 اي 1 ۱ ' 

3 9 


٭ فرتنط ب ر 
× لا برط د لر 
00 
اله 5 
به للعلاقة ۸ 


۲ ۳ 
و 1 يعبل القفسمة عل 
جع 


بيو يس سی 
بطابق ر قاس 1 
محموعة ی ا 
6 یازج ۲۴۰ 


عداد اله 
ای قا 
ماس 7 


35 - f 
٣ تطبیق‎ . 
کے ا جموعة 4 الى‎ J 
1 مت زت ) ِ خبال) 55" ته ۱ بيه‎ 
صورة ,4 د ۳ و فد ۱ وگن التطيق ل‎ 
4 , ۱ 1 ۱ الصورة اليكسة‎ 
س‎ 


۱۹۰ 


)6 ساب 
,6 ولا و 
- ,1 :8-10۱ 
۳ ۱ ِ 4 ت3۷ 5 
u{Oj; Sel ©‏ 5 
"u ٩ ۱ ۱‏ 
٩61۸, 0‏ :0۱ ده ۱ 
به 3 


(a, b) 
Eis" و‎ ۲ 
Ax 8 


14 


2: ( 


1 1 
A+B or A—¬+B 5 
بو‎ or مد‎ 
| 
1)۸,( 
77108, ( 


تطبيق مطابق (محايد) من 4 إلى نفسه E‏ 
مركب (محصل) التطبیقین ‏ و و 0 


عنصر محايد 6 
نظير (معكوس) العنصر × x‏ 
العددان © و ط أوليان فیا بين (a, b)=1‏ 
نوا الطومومور فيزم kerf‏ 
5 تشاكل و ۵ب 2 SFT OES‏ 
الزمرة 6 6 
رتبه الزمرة 6 G|‏ | 
8 زمرة حرئية من 6 6 > H‏ 
8 زمرة جزئية فعلية من 6 6 > H‏ 
منموعة مرلدة بالف عد حك ۷06 2 
رتبة العنصر × 2622 || 
زمرة التناظر (اقائل) من الدرجه ‏ ن 
مضروت العدد 7 [ x 2 x‏ ٠٠٠(1-))جم-11ىم‏ 
حموعة مشاركة کنی Hx‏ 
حمو عه مشاركة یسری xH‏ 
الدليل (دليل الزمرة الزئية 8 في الزمرة © ) [G:H]‏ 
7 زمرة جرئبة ناظمية من ) 5-6 
1 زمرة جزئية ناظمية فعلية من 6 HG‏ 
زمرة حاصل (خارج) القسمة (زمرة حاصل قسمة © على 11 ) G /H‏ 
مد 4 CalA); ASG‏ 


۸۷ )۸( AGG ۸ مُنظم‎ 


مرکز الزمرة 6 C(6)‏ 
الحلقة R R‏ 
۲ حلقة جرزئة من الحلقة ۸ R' <R‏ 
R٠‏ حلقة جزئية فعلية من ۸ 1 
1 حلقة جزئية مثالية من ۸ ( 4 مثالية) 1 
الحقل ۴ 9 
۴ حقل جزني من الحقل ۴ ۳ 
۴ حقل جزني فعلي من ۴ م 
AN‏ ` 1/1 


۱۹۱ 


Index الكشااف‎ 


نورد فما يلي المصطلحات المستخدمة في الكتاب ؛ مرتبة حسب حروف امجاء العربية » مع مقابل كل منبا باللغة 
الانجليزية . 


| 
اقتضاء  Implication "٠‏ 
أدوات الربط ‏ ه٠١ Connectives‏ 
أداة الربط دوه ۱۵ And‏ 
اداة الر بط «آو Or ٠١‏ 
اداة الربط «اذا . . . فات» ‏ ۱۰ then‏ ۰۰۰ ]] 
أداة الربط «. . . اذا واذا فقط . ..» If and only if ۰ ١۷‏ ۰.۰ 
احاد ۳۷ Union‏ 
اختزال (اختصار)  Cancellation ١٤٤١‏ 
ابيمورفيزم ‏ ۱۲۷ 3 
آیزومورفیزم (تشاكل) ‏ ۱۲۷ Isomorphism‏ 
إندومورفيزم  Indomorphism ١١7‏ 
آوتومورفیزم (نشا کل ذاني ) ۱۳۷ Automorphism‏ 
اب 
شه | Structure ۱۰٩‏ 
جيرية  Algebraic ٠١58‏ 
3 
تبديلة (تبديل)  Permutation ۱۵۲ غ١ ٠١5‏ 
ی Statement‏ 
سبط (أولي) atomic ٤‏ 
رک ۱6 composite‏ 
صائ- true ١"‏ 
حاط | false‏ 
دای ۱۳ Propositional function‏ 
صاب متطفا (نحصيل حاصل) Tautology ٠‏ 
خاطی" منطقيا (تناقض) Contradiction ١4‏ 
نی تقریر ۱۳ ۵ Negation of‏ 


۱4 


تَكَافو منص ۱۸ 6 Logıcal‏ 


Partition ۷  ةئرجن‎ 
Mapping ۸۸ تطبيق (تابع » دالة » اقران)‎ 
۱۱6۵۲1۷۵ (one to one) ۹٦ء‎ ۹۵  )يداحا( متباین‎ 
surjective (onto) ۹ > ٥ ) غامر (شامل ۰ فو‎ 
bijective ٩٩ ۰ ٩٩  )يداحأ تقابل (تناظر‎ 
constant ۱:۶۳ نابت‎ 
identity ٠١١  )قباطت( تحايد‎ 

composition of 48  تاقيبطتلا تركيب (نحصيل)‎ 
Intersection FA TY تقاطم‎ 
3 
Table ٠>  لودح‎ 
truth ١5  )ةقيشحلا( الصواب‎ 
Open sentence ١  ةحوتفم جملة‎ 
58 
Cartesian product of sets حاصل الضرب (الحداء) الديكاني مجموعات  ۸ه‎ 
Ring ۱ ۱۷  ةّملح‎ 
sub ۱۷۵  ةشزح‎ 
dıvısion قسمة لاا‎ 
quotient (factor) ١84  )ةجراخ( القسمة‎ 
integral domain ثامة (صحيحة) اما‎ 
19991 ۱۸۲ تشد‎ 
infinite ۱۷۲ غير منهية (لاممائية)‎ 
commutative ٠۷١ ابدالية‎ 
wıth unity ۱۷۵  ةدحولا فما عنصر‎ 
proper sub ٠۷١ جزئية فعلية‎ 
rıght ۵۱ ۱۸۳ مثالية مى عل عی)‎ 
left ideal ۱۸۳ سف ظالية سری)‎ 
ideal (two-sided ideal) ۱۸۳ مثالية (مثالیف‎ 
Field ۱۷۵ حقل‎ 
sub ۱۷۵ جزل‎ 


4۴۳ 


2 


١٠6١9 دلبل‎ 


AA داله‎ 


ر 
زمر ۱۰ 
شه ۱۶۰ 
زمرة ابدالية (تبديلية . آبلیت) ‏ ۱۵۰ 
نی ب 
غير منتهية (لانهائیة) ۱6۰ 
حرلبه ۱۶۲ 
فعلية ‏ ۱7 
بديبية (نافهق ١45‏ 
دائرية إ(دوارة)  ١448‏ 
التناظر (الغائل) ٠١١ ١‏ 
جزئية ناظمية (سوية » عادية) ١٠64‏ 
جرئية ناظمية فعلية ۱۰۱ 
حاصل القسمة (خارجة) ‏ ۱۰۲۲ 
روج (ئناي) لاه 


١5 


Index 


Function 


Group 


56] 


Abelian (commutative) 


finite 
111۳16 
sub 

proper 

trivial 

cyclic 
symmetrıc 
normal sub 
proper 
quotient (factor) 

Paır 


ordered 


Image 
Inverse 


Equivalence class 


Element 
unıt 
unique 
identity 
right ıdentıty 
left 7۷ 


عمليةه  ٠٠١4‏ 
ثنائية. (إثنائية) ۱۰۸ 
إبدالية (تبديلية)  ١١١‏ 
دامحة (جمیعیة) 
علاقة ‏ "> 
ائه ذخ" 
انعكاسية (عاکسة » منعکست) ۷۰ 
تناظرية (معائلة) ۷۰ 
متعد به (نافله) .۷ 
تكافوٌ ‏ ۷۰ 
حالضة (لاتناظرية) ۷۳ 
ترتیبه ۷۳ 
جزل Vv‏ 
اك ۷۳ 


۳ 
مبدأ الاستقراء (الاستنتاج) الرياضي ‏ ۵۰ 
مبدأ اللنوية (الازدواجية) 44 
مجموعة ‏ ۲۷ 
جزئیه ۳۳ 
خالية (المجموعة الخالي) ۲٩‏ 
طايه ۲۹ 
غير منتبية (لانبائية)  ۲٩۹‏ 
القوة (أجزاء محموعة) ۳۵ 
جزئه فعلیه ۳۳ 
شامله (كلىة) ۳۸ 
شممة (مهلق محموعة ۳٩‏ 
مجموعات منفصله ۳۸: 4" 
مفهوم ‏ ۲۷ 
میب ۷ 
مستقر (محال مقابل ۰ نطاق مصاحب) ۰۰۸ ۸۸ 
مدی (الدی/ ۰۷۸ ۸۸ 
جميز الحلقة ‏ ۱۸۲ 
قولف ١44‏ 


۱۹ 


Operation 
bınary 
commutative 
(0۷۵ 

Relation 
binary 
reflexive 
symmetric 
transIit1ve 
equivalence 
antisymmetric 
ordered 

partıal 


total 


Principle of mathematical induction 
Duality prınciplê 
Set 
sub 
empty 
finite 
infinite 
power 
proper sub 
universal 
complement of set 
disjoint sets 
Concept 
Ordered 
Co-domain 
Range 
Characteristic of the ring 


Generator 


حموعة مشاركة (مصاحية) 


نی ده ۱ 

بسر ۱88 
مركز 2 ۱۷۲ 

زمر ۱۷۲ 
مرک ۲۷۲ 
منّظم ۱۷۲ 
منطق ۱۲ 

زاي ۱۳ 
مونومورفیزم ‏ ۱۲۷ 


ل 


نظير (معکوس) ‏ ۱۱۲ 


آعن ۱۱۲ 
اشر :۱۹ 
نوڼي مرتب لاه 


۳ 
و حبك رخ غ ۱۱۲۲ 


۳ 


هومومورفیزم (تشا کل متصل) 


۱۸۲  تاقلحلا‎ 


33 
يطابق (يوافق) ‏ ۸۰ 


ل 


یشم YT CYT‏ 
يقتضي (يؤدي اف) 


۳۹ 8 


۱ ۵ ۵ 


۲٦ 


۱۲۷ +: 


۱۹۹ 


056۱ 

right — 

left 
Center 

— of a group 
Centralizer 
Normalizer 
Loglc 

mathematical 


Monomorphism 


Inverse 
right — 
left — 


n-tuple 


Unıque 


Homomorphism 


ring 


Congruent 
Dıivıde 
Imply 








